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本 蔬 基 本 祝 念 的 陈述 准确 清晰 ， 定理 的 证 时 和 内 容 的 编 淹 严 谨 完 整 ， 行文 渡 畅 通 
达 ， 
本 哺 可 作为 高 等 学 们 理 科 图 论 课 程 的 选修 着 材 。 
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图 论 是 数学 中 一 个 既 古 老 六 年 轻 的 分 支 。 殉 拉 1736 年 关于 
HEAS (Königsberg) 七 桥 问 题 的 论文 标志 着 图 论 的 诞生 ， 至 
邻 已 历时 二 百 五 十 余年 ， 从 二 十 世纪 五 十 年 代 开始 ,由 于 运筹 学 、 
计算 机 科学 等 学 科 的 促进 ， 人 们 对 图 论 产生 了 浓厚 的 兴趣 ， 近 到 
十 年 来 ， 无 论 就 其 自身 理论 的 发 展 还 是 实际 应 用 的 深度 和 广度 来 
讲 ， 图 论 正经 六 着 一 个 只 勃发 展 的 HORE 现 了 一 切 年 轻 的 学 科 
所 具有 的 那 种 强大 的 生命 力 。 在 国外 ,图 论 已 成 为 计算 机 科学 系 、 
ZFR, HARER E 机 系 等 系 科 的 基础 课程 之 一 ,许多 学 入 
的 数学 系 也 把 图 论 列 入 选修 课 人 的 范围 。 

本 书 是 图 论 的 入 门 教材 。 人 后 书 共 分 十 章 ， 所 涉及 的 都 是 图 论 
中 最 基本、 最 常见 的 内 容 。 图 计 虽 然 具有 明显 的 直 驶 党 景 ， 但 作 
为 一 个 数学 分 支 ， 它 是 严谨 的 。 因 此 ,对 基 本 福 念 我 们 力求 陈述 
得 准确 清晰 ， 对 定理 的 证 明和 和 大 容 的 编 罪 力求 严谨 完整， 并 努力 
做 到 行文 的 流畅 明达 ， 除 了 求 二 短路 的 戴 克 斯 特 拉 (Dijkstra) £ 
法 ,最 优 树 的 克拉 斯 《Kruska}) 算法 等 几 个 常见 的 算法 外 ， 本 
书 很 少 涉及 算法 问 是 ， 书 中 还 绍 了 近年 来 得 到 的 某 些 重要 而 有 
趣 的 结果 。 在 2.2 守 中 写 进 了 如 基 (Mckee) 不 久 前 获得 的 关于 欧 
拉 图 的 一 个 新 充 要 条 件 ; 4.2 节 中 介绍 了 由 罗 伯 训 (Robertson) 和 
EEK (Seymour) 7:808 X FE dt UAI IE ROSE 2 EXE E 
Pa T8494 8 :四 PUES REDUX BER CA ppeD fete Ër 
《Hakea) 的 结果 ， 名 一 节 的 上品 划 都 阶 有 数目 不 等 的 习题 ， 对 于 某 
ERREN JESTER. 

HER, KIDS SXOERERUEUS AATAL OH P 
FHETRIARG KAHA. 出 于 学 识 有 限 
一 定 次 不 少 T 
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B-E ”图 的 定义 和 例子 


1.1 基本 概念 


许多 实际 问题 引出 抽象 的 图 的 概 念 ， 考 虑 图 1.1 和 1.2 ,图 
1,1 中 面 出 的 是 某 个 电网 络 的 一 部 分 ,P,Q、 忆 ,5S、 了 T 了 是 线路 的 连接 
点 ;图 1.2 是 一 个 局 部 的 交通 图 , PES, T 是 道路 的 交汇 点 ， 
路 PS 和 QT 立体 交叉 。 


显然 ,这 两 个 图 者 可 用 图 1.3 中 的 顶点 和 边 之 间 的 关系 3 3 
示 ， 这 样 得 到 的 就 二“ 个 图 。 


> 


应 当 注音 的 是 ,图 1.3 中 的 边 PS 和 QT 虽然 相交 ,但 它们 的 
交点 并 不 是 图 的 顶点 ， 这 是 因为 PS 和 QT 的 交点 不 与 图 1.1 中 
线路 的 连接 点 或 1.2 中 道路 的 交汇 点 相 : 桔 应 ， 图 1.3 中 描述 的 各 
形 还 可 给 以 其 它 的 解释 :例如 .顶点 P.Q、R,5,T 可 以 看 成 五 个 人 ， 
AMARRUA ERKKA MILWR ie, PA OUR, PA 
RARUD UR POR S TBS DUN R KRE, MIAR 
TBUBDEAURPRATRBA DAE aA PF. 

上 面谈 到 的 各 种 情况 显然 出 可 朋 图 1.4 kii. 这 时 边 PS 
HERR POST 之 外 ,从 页 PS 和 QT 不 相交 。 我 们 感 兴趣 的 是 
在 哪些 点 之 闻 有 边 相 过 ,至 十 资 量 性 质 ,例如 边 到 底 是 直线 述 是 曲 
线 , 迪 的 长 度 等 等 却 是 无 关 # EH. 

一 般 说 来 ， 如 果 我 们 感 六 趣 的 是 一 此 对 象 的 两 两 间 存 在 的 茶 


图 1.3 


P [4 


种 关系 ,那么 这 些 对 象 及 对 象 问 的 这 种 关系 就 可 以 抽象 成 一 个 图 ， 
以 下 正式 给 出 图 的 定义 。 

妃 是 指 一 个 有 序 的 三 元 组 (FY(G),B(G), Vo), jk E H 
V(G) ft E(G) 是 互 无 公共 元 斌 的 集合 且 『(G) 非 空 ,Wo 称 为 关 
KAR EE E(G) 中 的 每 一 个 元 素 对 应 于 了 (GD) 中 元 素 的 无 序 
di CBF RUE REST 8838). F((D 称 为 图 G 的 顶点 集 ， 其 中 的 元 素 
KARG 的 顶点 ， 刀 (9) 称 为 图 G 的 边 集 ， 其 中 的 元 素 称 为 图 G 
的 边 ， 如 时 oe) ={u, oj i Po 使 边 e 与 顶点 的 无 序 从 I 
EXER MARI e 1638 u RIO Thi u 和 v 称 为 。 的 端点 .我 们 用 例子 
玉 说 明 图 的 概念 . 

81 G-(Y(6),E(80),V,) 

V(G)= (u,v,w,u; 

E(G): (ei,02,65,74,65, 60,61, ea 6) 
LACOLICIOBM F (e) = {0,0}, Pale) = {0,0} 
Falei) = (om) Poles) mo w}, P ales) = {uw} 
Faler) = (uw) FC) m (uw) TF ale) m {wr} 

G RAWA T RS JU AGB GR ARAA RA, E. 
MERKATAN ARBORES ICT LUCRO BLISAS HAE CIR 
1.5), 

AUR XL de ue) — {e ol BEA emuo, RI: e EAR 


5350880918. 两 个 端点 重合 的 边 e=wr ROS TUR o ERAR, 
端点 不 同 的 边 称 为 过 杆 ， 例 1 enes EDUR v ERIR TISAK 
边 全 是 韦 杆 ， 例 1 中 形 如 vw 的 连 村 不 止 一 个 ,这 时 称 有 重 边 连 接 
s Roo, 如果 形 和 如 vo 的 连 杆 在 图 G 中 总 共 及 个 , 则 称 有 * 重 边 
连接 4 和 v。 例 1 中 有 2 RER oA w ,有 3 重 边 连接 Mw, 
为 了 书写 方便 ,下 文中 道 常 把 图 G -(Y (0), 8 (0) E ) fita 

为 6=(F (G), E (0) ,这 时 只 需 把 妃 ( 3) 中 的 边 用 它 的 两 个 端点 
表示 出 来 用 这 种 表示 方法 , 例 1 中 的 图 可 以 记 为 

G-(Y(G),E(Q)) 

FCG) {u,v ws} 


E(G)- [urv,er.co vw pu uw uw, uw, wT} 


TEASE EX Rh SUE EO FA) E AHB, 例如 在 
Bl 1 RRE uw 出 现 3 次 ,这 表示 图 G 中 共有 3 RA uw 203 
点 的 边 ,或 有 3 UE u Mw, . 
正如 例 1 中 的 图 可 以 用 图 1.5 中 的 到 形 来 描绘 那样 ,只 要 把 图 
的 顶点 用 平 而 上 的 点 (通常 用 小 图 图 标 沁 ) 米 表示 ,而 图 的 边 用 连 
接 对 应 的 点 的 线 来 玲 示 ,就 得 到 图 的 图 影 .图 论 中 的 许多 术语 都 是 
从 图 的 这 种 图 形 表 示 自 然 5; 出 的 。 图 币 图 形 表 示 使 得 抽象 定义 的 
图 具有 直观 性 ,有 助 于 我 们 进行 思考 和 还 解 图 的 性 质 ， 显 然 , 问 一 
个 图 可 以 有 许多 外 表 不 同 风 图形 表示 。 考 虑 
例 2 G-(V(G),E:G)) 
V(GD {ui uss, tiv} 
E(G)- [uiti ita uva U V1, u. uy, Uai, sbzs 


uas) 


[1,6 中 的 两 个 图 形 都 是 到 2 | 061 BLUE AER. 
我 们 经 党 把 国 租 代 表 忆 的 图 形 等 四 起 米 , 称 图 形 中 的 点 为 图 
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(a) 


Ec 


£6) 
LERI 


的 顶点 ,图 形 中 的 连 线 为 图 的 边 。 un 

如 果 图 的 顶点 集 和 边 集 都 只 对 有 限 多 个 元 素 , 则 称 图 G 是 有 
限 图 ， 如 果 不 特 别 声 明 , 本 书 中 所 沸 的 图 者 是 万 许 有 重 边 和 环 的 
ARM, 

AR Bi rh 8 8; fan, M A 
称 为 简单 图 ， 图 1.7 就 是 一 个 简 : 
单 图 , 它 的 顶点 集 是 {a ,pt ， 
而 边 集 是 {uv, ow, wu. we}, 在 
多 数 情况 下 图 论 中 研究 的 都 是 简 ” M 
3B. B iT 

WRIA? Mw “图 G 中 某 … 条 边 的 两 个 端点 ( 即 G II 

如 vw 的 边 ), 则 我 们 说 ”和 w RED, ARTUR u 是 边 。 的 端点 ， 

则 你 顶点 * 和 边 。 关 详 , 同 时 也 称 边 。 和 顶 点 w 关联 如 果 图 中 
的 两 条 边 有 相间 的 项 点 ， 则 我 们 HEHA 边 是 相 邻 的 . 

集合 8 的 基数 用 SIAR S SAM SIAR 9 中 元 素 
的 个 数 ， 


UE 在 画 一 个 图 的 图" 的 时 候 , 约 定 下 RANAR A 2 EDTOB ERIS E 
这 条 边 的 端点 的 其 它 的 顶点 .显然 这 总 是 可 EE 办 到 的 . 


用 w (GQ) 和 a (G) 2y 8 ELILE P W WU B, HI 
vi e iv ()1.2(6) - 1E CO 909) RAR, eder 
8 G —WH 3 # 8 图， 如 果 令 述 中 只 涉及 一 个 图 ; 这 个 图 一 般 
JG, RGB EUR & V (2) EC) (9) e (9) 分 别 简 
BAT Ee, 

IL ETT TTE o A SI 0 IG ib Ë R.E 2 
deC). FERGA o gr 108 d Co). IA o ENARA 
TS v 美 联 的 两 条 由, 因此 约定 它 对 顶点? 的 府 的 责 献 为 2 .对 于 
例 1 中 的 图 (参看 图 1.50d (0) - 4d (0) 7 d Qu) 8, d(a) 一 1 
Wid()c1fMTRAUMCS ERES, UR dC) =0 的 顶点 称 为 靳 六 
A ACG) 和 5(G) 记 图 G 中 顶点 的 谋反 最 大 值 和 最 小 值 , 分 
别称 为 G 的 最 大 度 和 最 小 庶 ， 只 大庆 和 最 小 许 简 记 为 A 和 9 .对 
于 全 1 中 的 图 各 .6CG) = 1 ,ALG) 一 7 A r EREA, 

图 G 的 每 一条 边 名 有 两 个 吕 点 ,因此 人 -条 边 对 它 的 两 AR 
AREEIRO o 上 的 环 对 点 "的 度 龟 丙 献 为 )， 及 而 任何 
一 条 边 对 于 图 G 的 各 个 顶点 驳 变 的 总 和 的 间 献 为 2 。 因 此 得 到 


d 


定理 1.1 Lan, 


即 图 G ARATA HER Ski E FAR 2 倍 , 这 个 定理 有 时 也 
KARTI ,这 是 由 于 如 果 把 图 中 的 顶点 理解 为 参加 某 个 集 会 
的 成 员 ,把 -- 条 边 理解 为 它 的 西 个 端点 代表 前 成 员 握 过 一 次 +. 
那么 定理 1.1 RU k BRE HET ER DECR UOS GR 
右 端 则 表示 集会 上 总 共 的 担 于 :K 数 的 2 倍 ，( 握 手 一 次 表示 集会 
中 的 两 个 人 相互 操 手 一 次 ,) 

WERI 可 以 得 到 

推论 1.2 {EMR G pR y A RAOT A E AA, 

WE AT fil. BUR no 2 PEA R A RU 
集合 ， 由 于 


ego 


E ao) 二 wo) 22406) 2e 
t£v veli PEY 


AREIA E d) PE SEE 


是 偶数 ,日 。 

现在 引进 图 同 构 的 概念 、 如 果 能 够 在 图 G, 和 Ge 的 顶点 集 
T(G) 和 了 (Go) 之 间 建 立 -一 对 应 关系 ,使 得 连接 G, 的 任何 一 对 
TARANA ESER G, 中 与 之 相应 的 一 对 顶点 的 边 的 数目 相 
EMEK G6; 和 G; 是 同 构 的 ,而 前 述 项 点 同 的 一 一 对 应 称 为 G1 与 
Gl flo fa EGRE RE. B, B 1.8 中 的 G, 与 G, 就 是 两 个 周 构 的 图 ， 


网 1.8 


事实 上 uel,cem wen, sep, yog, zer 8 JG, 53 G, 间 的 
ARYE PAPEL HE SCC EE E i, 只 是 顶点 和 过 的 标记 
不 同 。 图 G, 和 G, li| Fri GEG, ` 

WRA H $86 满足 VC(H)C2V《(G), E(H)C E(G), 则 称 图 
H EE G (48 T G Je H HHA RA HSG UR HEG, R 
HZG, WAK HE 的 真子 图 - 记 为 ECG, 如 果 有 ESG， X 
V(HI) 2V() WR (18S ix G o3 T HS iG HRS 
BH. ARAB G qug pp: X d 他 中 有 重 边 ， 对 于 过 接任 


.z 


REL REBUR SI BRIT ARP. KHR AKI DDD , iX 
样 得 到 的 图 G 的 简单 子 图 H 称 为 图 的 底 图 ， 图 1.7 就 是 图 1.5 
的 底 图 ， 

任何 一 个 图 G 都 有 ”个 v e ETES ESEE, 称 为 图 G 的 关 
BER, dE G BIRIA ovont GRIERA erer, e 
MI G ioco pk MCG) [mre € j 列 处 的 元 素 mo ERR 
Bo 5838 e, 关联 的 次 数 . 即 如 果 e, 13 v SX mum 0 ; 如 
R e E AGERE vi 关联 ， M m. m LR e, 85 vi EORR 
Him, 2, 

PREBE A(G) 一 [ao] 是 另 一 个 和 图 G 有 关 的 矩阵 ， 这 是 一 
个 "xy ERE, as AGEHTIN v A v, 为 边 数 . 例 1 中 的 图 (图 1.5) 
PRERE SERERE UD 


“ br s “ “€ ee er es a hd v w z 
“|i o 00 0 1 14d 1 u ° 1 83 0 
T1. 2 21 120 9 9 E 1 2 ? 0 
wfo o o 1 11 3 1 “| 3 ? 0 1 

1 
z|o 0 020 05 00 : | ° 0 1 0 
MiG) AQ) 
(a) @) 
图 1.3 


我 们 已 经 引进 了 好 些 与 图 有 关 的 老 本 定义 ， 在 结束 这 一 节 的 
时 候 介绍 一 个 可 借助 于 图 的 概念 求解 刁 有 趣 的 问题 ， 

有 四 个 大 小 一 样 的 立 片 体 , 记 26 0,0, 0,0, X Y R,B, 
G 分 别 表示 黄 、 红 、 蓝 、 绿 门 种 颜色 。 胡 ' 定 立方 体 的 六 个 面 都 染 上 
TANAME HRP E, KE -立方 体 上 四 种 颜色 全 都 出 
B. 考虑 下 面 的 问题 ， 怎 宰 把 立方 体 一 个 一 个 地 从 起 来 使 之 成 为 
一 个 底 为 正方 形 的 四 棱柱 .要 求 校 柱 衣 ,每 一 侧面 都 由 蓉 , 红 、 监 , 绿 
VIRES 05 ij BEBE TG EC 


85 


首先 指出 ， 不 是 在 任何 情况 下 上 述 问题 都 有 解 ， 例 如 把 每 个 
立方 体 中 有 公共 顶点 的 某 三 个 面 都 染 成 红色 ， 其 余 的 三 个 面 染 成 
黄 , 蓝 , 绿 , 则 无 论 怎 样 登 放 立 方 体 ,棱柱 的 侧面 上 将 出 现 八 块 红色 
的 正方 形 ,而 满足 要 求 的 棱柱 的 陪 面 只 可 能 出 现 四 块 红 的 正方 形 ， 
因此 这 时 不 可 能 有 解 。 以 下 是 在 解 存 在 的 假定 下 来 求解 

如 果 只 凭 试验 而 无 一 定 的 指导 原则 ， 杰 全 出 合乎 要 求 的 楼 柱 
是 非常 困难 的 ， 最 下 忆 的 立方 体 1; 有 三 种 不 同 的 摆 法 (设想 立方 
体 有 上 下 ,左右 、 ASRA, 这 : :种 摆 法 各 相当 于 取 这 三 条 轴 中 
的 一 条 与 放 加 立方 体 的 平面 垂直 ) ， 而 对 于 放 在 上 层 的 三 个 立方 
Tk, fj -个 有 24 种 放 法 (立方 体 有 去 个 面 , 每 一 个 面 都 可 以 放 来 与 
下 一 层 立 方 体 的 项 面 爱 合 ， 此 外 述 可 通过 旋转 得 到 四 种 不 同 的 放 
法 ) ,内 此 ,一 共有 3x 20 =41472 种 不 同 的 郑 置 方法 ， 显 然 ,只 任 
试验 很 难 找到 答案 . 

为 了 求 出 问题 的 解 ， 每 -个 立方 体 的 染色 方式 用 一 个 四 顶点 
HARAR .这 四 个 项 点 分 别 记 为 了 . 吾 .B、G( 即 黄 . 红 . 星 . 绿 ): 两 
顶点 间 有 边 相思 的 充 要 条 件 是 立方 体 中 恰 有 一 对 平行 的 而 的 颜色 
正好 尽 这 两 个 顶点 所 代 老 的 颜色 。 因此 每 一 个 立方 体 对 应 于 一 个 
恰 有 三 条 边 的 图 ， 图 1.10 中 画 出 9 个 已 染色 的 立方 体 和 与 它们 
分 别 对 应 的 图 ;图 1.10 中 与 立方 体 C; 对 应 的 边 给 以 编号 i G< 
i<4). 把 1.10 中 的 加 下 图 番 放 在 一 起 , 即 得 图 1.11. 

设想 已 经 得 到 问题 的 解 ， 考 虐 楼 柱 相对 的 两 个 侧面 ， 共 由 八 
个 正方 形 组 成 ,分 属于 川 个 立方 体 : 且 佐 个 立方 体 愉 有 两 个 平行 的 
EXEAT- W MESI, EH FABA h F. RBG 
由 色 的 正方 形 组 成 ， 航 村 的 这 一 对 侧面 在 团 1.1T 中 对 应 于 一 个 由 
编号 为 1 .2.3.4 的 中 傈 边 构 成 的 光 摧 子 疼 , 且 每 一 个 顶点 的 度 为 
2 ， 楼 柱 的 另 一 对 间 府 也 对 应 于 这 样 的 一 个 子 图 . 

反之 不 难看 出 ， 如 时 与 四 个 立方 体 相 伴随 的 图 中 有 两 个 互 无 
公共 边 的 支撑 子 图 ， 甸 一 个 支撑 子 图 都 由 编号 为 1.2,3、4 的 四 条 


"P 


“Ine 


HAR, ELSE TRU HE 2 , 刚 
FIBUN — HUE R. 

对 于 图 1.11, 9] 89 98 1.12) B 
的 两 个 子 图 ， 从 这 两 4 T Bj 出 4 
发 ,把 编号 为 1.2.3.4 38 2 别 
故 在 一 起 ,就 可 以 看 出 CC Cn 
CAI Ae 3r 25 tk Br 4 dn f A c. 

事实 上 ,图 1.12 (a) 1.12 
《58) 分 别 决定 了 由 编号 为 1.2、3、 国 1.11 


R 7 Y d 
[o] e 
m 1.12 


1543 ERR REER AN, RUE 1.12 中 标 导 为 1 
的 两 条 过 可 以 看 出 ， 立 方 体 1 中 属于 棱柱 的 两 对 侧面 的 两 组 相对 
的 面 分 别 应 为 G-B 和 B- 了 ,立方 体 2 中 两 组 相对 的 而 分 别 应 为 
R-Y $8 G-B.SY He 3 REED CREUSE AB Bz 29 B-Y M R-R, 
立方 体 4 中 两 组 相对 的 而 分别 此 为 G-R f G-Y, 图 1.12 不 仅 
决定 了 四 个 立方 休 节 两 组 相对 所 两 ， 同 时 也 决定 了 立方 体 依次 序 
ARUDA. Pil 1.12 (a 可 以 酒 出 ， 四 楼 柱 的 一 对 侧面 从 
下 至 上 (依次 从 第 1 8084931 3H UNDE B, RY iso, 
Y.B, R Wih 1.120) EAR HU FER BAHA h F 上 分 
HHBC, R Y f Y B. R.G, 根据 以 上 的 解释 ,不 难 把 编号 为 


. H. 


1,2,8,4 BSTU A SEE fk F EE AMONG RAE a AERA a = 
求 的 四 楼 柱 ， 根 据 图 1.12 rd HL HO PB E WT ORE HR. 1.13. 


afe] Q on [x] 
Fpi] keee unon [rjrlels] 
E [e] Y E 


0 do Ø @ 


y NW 


1.1.1 列举 无 个 从 中 可 以 ! 出 图 的 概念 为 问题 。 
13.2 LI PRHE CARERE TRC Tà H 2 HU RIRIKOT 


| 人。 
m. A Í T 
w^ ua - N^ 
H 

o 


和 氨 康子 。 把 分 子 式 的 结构 图 淖 成 图 。 如 果 … 个 图 代表 某 瑞香 化 合 物 的 分 
子 式 , 问 它 应 当 具 备 那 些 条 件 ? 

1.1,3 WEIR 1. L5 中 的 两 个 图 扁 构 ,但 图 1.16 中 的 两 个 图 不 同 KA 
fg 1.17 ieg RLE E AT 


ta) m 
图 1.15 
(a) [O] 
mis 
e) 


. 13» 


ld RCS, Hs V(GOA VOLO 是 间 构 对 应 , ESL (G) = 
(G2), eCG) =el), B do, (0) da GG). 

1.1.5 证 明 总 共有 4 个 互 不 同 构 的 8 MAAA, 11 个 于 不 同 构 的 4 阶 
简单 图 ， 画 出 这 些 图 。 

11.8 Br, n t EE G ITUR REAC), dlo) c. 
dCe,)) 称 为 G 的 度 序列 。 证 明 非 负 整 数 序列 :aid ttd.) 昌 某 一 个 图 的 


度 序 到 的 这 分 必要 条 件 为 di EI 


1.1.7 Wd-(d d.d) 是非 负 整改 序列 ， 如 果 有 一 简单 图 的 度 
序列 为 &， 则 称 了 为 图 序列 。 判 定 下 列 各 序 旨 是 否 为 图 序列 ，。 (5,5,5,5, 
3,8), (7,6,5,4,3,3,2), (5,5,4,3,3,2). 

11.8 Ue, dod ENN UEA, diode md, d 
d'(d,—1, d,—1, +t, dal dai d.). 

(a) 证 明 d 是 图 序列 的 充分 必要 条 件 为 d' 是 图 序列 ,( 提 示 ， 设 do(z) 
=diti -1,2,77,2), oe, SX v, (2<k Cd H1) RAW, M o 必 与 某 
v, 07d, 12) 838. IRE PI d 非 升 ， 一 定 有 某 uris € E(QD mo, € EG). 
HG Gor Hov; up — meo PA d HERAN. ) 

[DE 根据 (a)， 给 出 -个 检验 可 是 否 为 四 序列 的 方法 在 了 是 图 序列 
BHE. RHE d HEAGAN. 以 4 =(5,5,4,3,3,2) 的 情形 给 以 说 
3l. 

1.1.9 (a) 证 明 对 任何 风 G，v6/2<&e &vd/2: 

G) 设 3= {zziy…,z. 1 是 平面 点 集 ， 且 任何 一 对 点 之 间 的 距 元 至 
少 为 1。 证 明 至 多 有 3 n AHEX EA AKA. GER: 车 一 对 顶点 间 的 
Wi 31, ， 基 在 其 问 连 一 条 边 得 % 阶 图 G，，4(G)<6.) 

1.1.10 图 G 的 线 图 (line -oaph)zZ(G) 十 : 指 这 样 的 一 个 图 ， 它 的 顶点 集 
GHAR EG), E LO ATO AUS DERE AREE G hata Tiki 
MANAA 48- 

证 明 ，(a) 图 1.1.8 hp; RASA IG SEE, ERTEME- 09 
Bo HE RISI SII) s 


STE 


(O LO) KRASA, NEGAR AUS, MI LCD 的 边 数 为 
AC 

1.1.11 Ud. GT. E. HRUUA OO EUR Y. R. B. GRR. NMA 
方 体 的 染色 状况 由 图 1.19 IH. SCRIORULA ICE HEBORGERU MEE, (EE 
ABH, c. dE. RIO PEEL. 


(a) Q 


图 1 18 
OR Q r$ 本 [c] à [3] 
Lirica} Eep) [alsjalrl [elriale] 
z [s 
l B 1.19 


12 图 的 例子 


以 下 给 出 一 些 重要 的 图 类 ， 这 些 图 类 在 本 溃 的 正文 和 习题 中 
将 多 次 出 现 . 

空 图 AURIS C ARERI MR G 为 空 图 ， 有 ?个 顶点 
BAED E. 4g LS FUR R We -4 DU RAS 
Wis. 

PUA RA HURI BOUES. PARR E, 和 
一 切 带 环 的 单 点 图 ， AOEEJURBI EDUC KA EL 
m, 


n 
24 
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完全 图 EAA AEAEE. n 阶 完 
AI Ka K= P. K, 由 两 个 顶点 和 连接 它们 的 -条 边 构 成， 
Ki 又 称 为 三 角形 。 图 1 20 中 是 Ka, KM Ks 的 图 形 。 SUR K, 
BH i172 di. 


A A 


K, K, ` 


Bi 1.20 


EMA 各 个 顶点 的 底 都 相等 的 闷 称 为 正则 图 ， 每 一 个 顶点 
的 度 都 等 于 7 的 情形 称 为 :正则 图 .3 正则 图 又 称 为 3 次 图 . 
K. 和 图 1.6 中 的 图 都 是 3 次 图 空 疼 是 0 正则 图 完全 图 上。 是 
3 一 1 ENA. 

过 部 图 如 果 图 @G 的 项 点 集 可 以 分 划 为 两 个 也 不 相交 的 子 集 
Xd Y Ei G KERRU AR Uy fE X A Y 中 ,这 和 时 称 
G 为 二 部 图 ,而 分 划 ( 开 ,了 ) 称 为 图 G 的 三 分 划 . PRAX, Y) 
二 部 图 通常 记 为 G(X ,1), 完全 二 书 图 起 指 这 样 的 简单 二 部 图 
QUX Y),JC X 的 每 一 个 顶点 与 了 均 每 一 个 顶点 间 都 有 边 各 
X URL XI m, DIY] =%, 则 记 
KREATA ER DO K... È 
的 边 KERA oa 而 顶点 数 为 
m+, E 1.8 中 绘 出 的 两 个 图 
形 都 RREA H M Ka 一 
A 36:5 4 IË TH pa 3 Pr RR E 
是 二 斑 图 同时 也 是 3 次 图 (图 1, 

9 inm 21). 
时 出 子 图 EV'EVGHERTILL EB G 的 这 样 的 子 


e 16 。 


出 , 它 的 项 点 集 是 了 , 边 集 南 图 1 的 两 个 端点 帮 在 V^ vL — E03 
所 组 成 , 记 这 个 图 为 CLF“], 称 为 图 G 的 由 V” 导出 的 子 图 。 

设 EC 是 殖 的 非 空子 集 .考虑 图 G 的 这 样 的 子 图 , 它 的 顶点 集 
# E 中 的 一 切 边 的 端点 所 构成 ,而 边 集 就 起 87, 记 这 个 图 为 
GLE1, 称 为 图 GG 的 由 边 集 27 导出 的 子 图 或 边 导 出 子 图 , 图 
1.22 qd E HEU DE ER. G 和 它 为 导出 子 图 。 


?I{v, wy Grles, ese l 
图 .22 


图 的 并 , 联 和 交 假设 给 定 了 图 Q,=(V(G,),B(G.)),G,= 
WGS, ELG). m3 G, 和 G 没有 公共 的 顶点 , 则 称 G, 和 G, 
是 互 不 相交 的 . 如果 G, 和 G, EARRA, ME G, mG, 是 边 
不 相交 的 。 G4 和 Gs 的 并 G1UG: 就 指 这 样 的 图 ， 它 的 顶点 集 
是 VCGDUV(G), KOU Ri EG) UE(G,). 如 果 Q, üg, d 
不 相交 , 则 把 Gm G WAR Gu Gu. WEGA (Gu) 
IO, MARRA VCG: NAV), 3B SO E CGO C E (GB BR S 
G 和 G: HX, iA CNG, 

如 果 在 G, +G, uE V (GD 4g — "TOR IS V(G,) 的 每 一 个 
顶点 都 用 一 条 边 相连 ,这样 得 到 的 图 称 为 G M G, 的 联 , 记 成 
QVO. 显然 ,完全 部 图 Ku = E.V E,, 

图 的 删除 设 天 是 图 G 的 才干 条 边 构 威 的 集合 , G 一 也 表示 
K G 中 出 除 P 中 的 … 切 边 后 得 到 的 图 。 如 果 卫 ={e}, G 一 {e} 简 
i 为 G-e。 显 然 G -F 与 G 有 相同 的 顶点 集 , 因此 G 一 了 是 G 
的 支撑 子 图 ， 如 果 刁 是 了 (G) 的 非 空 真子 集 ,，G 一 8 表示 从 图 G 中 


-17> 


G- (eres) 


Bi 1.23 


WER S 中 的 顶点 以 及 和 8 中 的 顶点 关联 的 一 切 边 后 得 到 的 HR. 
BRG —8=G[VNSJ. 当 8= 人 2}, 把 G 一 {9} 记 为 G 一 2， 

如 果 在 图 G 中 添加 一 条 以 图 G 的 顶点 # 和 顶点 v 为 端点 的 
边 。, 就 得 到 在 图 9 ERMA e 的 图 , 记 为 G+e， 可 以 类 似 地 定 
X G+ E IEE E' ERNA G ERA. 

AE 设 G 是 一 个 简单 图 . V dn Gro UE. GN E G 
是 指 这 样 的 一 个 简单 图 ， 它 的 顶点 集 仍然 是 V. X. G 中 的 两 个 顶 
点 相 邻 的 充 要 条 件 是 它们 在 G 中 不 相 邻 ， 显然 , 如 果 G UE G 的 
WIS REG 也 是 G 的 补 图 如果 JP =n} G 看 成 完全 图 K, 的 
一 个 子 图 , 只 要 从 大 中 除去 G 的 一 切 边 记得 到 T, AA AE" 
SAM E, 互 为 补 图 ， 

除了 以 上 定义 的 图 外 ,图 论 中 还 镀 究 有 向 图 ， 本 书 第 八 . 九 、 
TERIER SAREA SHME. 


2 HH 
1.2.1 ROER» 个 顶点 SADBW0B, EH), BESK 当 
6 READ, 


1.2.2 EG EFL 83. EN G 中 一 定 育 两 个 顶点 的 度 相 38, 由 
此 说 明 人 数 至 少 为 2 的 人 群 中 ， 总 家 两 个 人 在 这 - RAPA RAR EL BU 期 


18 ， 


k. 

1.2,(0) Bil CA PATCR Ce e CREE G 的 构造 ER: G 
只 可 能 有 三 种 情形 , 即 G= E,,G= K. G. ik G, AEGRO AS ELR, 
G BO E xM ERES. 当 G RONDE KEE RB REF 列 是 


0,2,3, "E J- mES ix] |. E [oen o top, 本 书 中 


用 Lx 站 示 不 超过 x 的 最 大 双 数 ,x1 关 : 示 不 小 于 5 的 最 小 整数 . Ev 2 8 
数 (奇数 ), 从 KE LO BUR , 猎 次 浪 加 丁 个 顶点 ,使 其 中 的 -一 个 顶点 和 所 有 
TOUS BORD. 

QD) RÍEBIHUA v— 8 Bv —7 财 c9) 中 所 述 的 图 的 图 形 . 

1.2.4 证 明 。 

(o) SE&Bifofg — T SH T HERE AIR, 

(5) Bend TEE. 

1.2.8 EUHTUNPBECHE BE 8 HARER GLAS EAE 3 2k 图 的 图 形 . 
(IR Hh E ATP Ku HEK n 之 间 的 相互 关系 。 答案 : 共 9 个 ， 
4 阶 的 1 个 ,6 阶 的 2 个 ,8 阶 的 6 个 ，) 


1.2.6 RUR d 是 图 序列 且 a 之 ds sed, 324, ERRE 对 一 切 


ee Yd e D XLsdna GERAR dolo) eds W8 


S 


BH TL GCUe suns IARA vi, a, HE v G2R+3)80930 92.) 
(1960 /g Ergës 和 Gallai HE d 是 图 入 列 的 这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 .) 

1.2,7 EAEG YE GERE WASO WHS TY T. 

1.2.8 证 明 ， 

(2) eC Lu) mm 

Q) fo BAA AR, M Kr 

1.2.9 3548 AGE ECL rasta) 这 里 aie 0 R 1, ERAKAR 
成 图 的 时 点 ,如果 伐 表 本 个 顶点 的 数组 RAER, MEH 
的 顶点 之 早先 -条 这 ,这 从 得 到 的 图 称 :天方 体 @。 几 1.31 中 请 出 的 是 
Q, V9) & Ji 2 rU, m d XJ, BLEU. 
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1.2.10 ER KREE Ln — D DUSELIE EOS 2n LAGE 


B. 求 出 关于 K,.. 的 类 似 结果 . 还 明 K, R E ERC Peterson) 
fü CIL. 15) 4 fg. 

1.2.11 ILLA RETI MONLDDIIIUDECI 
y=4k Ñ A k+1. (b) HUM -U) iNpRS BE IUE EDI ES. 

1.2.12 图 如 到 自身 的 问 均 对 应 称 为 98 的 自 司 - 

(a) hEUITS LER G RS ri CHER RTL D RE UBER E s V d 
WB. X Wo e fk B RJ 2f QR T ER, CÈ n RRE S, 的 子 群 , 称 
AG t CE SERES ao Ce. 

(O) WEWISHEDME RIS (DO STO, 

CO RH DOCU RI POR. 

(a) UL 4 ERRIO, 01,3,2), 71,2, 2 (E WE. ERAN 
{1,2,3} 为 顶点 集 的 简单 图 Ç, TE ESI DEG) A. 

(e) EIA (1.24) 中 的 图 满足 P) = 10b fedt C Fracht) 1939 年 证 
Hle — ihn ERR E T dito B HERE MD. 


图 1.24 
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第 二 章 路 和 


2.1 路 与 连通 性 


图 G 中 的 途径 是 指 由 G 中 的 顶点 和 边 交 替 出 现 而 构成 的 有 
BUFA — vestiti reso CB e (OC CR) JE G 的 顶点 ， 
* a isch G 的 边 .又 边 e 的 端点 是 wm-: M ss os 称 为 途径 
W 的 起点 RAEE W 的 终点 STE 3 JX wm 到 汪 的 途径 ,或 连接 
r 和 rs Bii e, e CICER D HOURS W MAU, OU 
ftc Ke, ANAR W ME 为 eros, MERRE, M 
于 以 顶点 ve MoA ARAT AERE Mkowa BT Ë] 
时 表示 若干 个 不 同 的 途径 . MER IPREN, ME A l G 
中 的 途径 toeipiespzexoa…expx 由 下 点 序列 etitm 完全 决定 ， 

E W 中 有 些 边 可 能 重复 出 况 。 MEAR W Hi H. B 
同 , 则 称 W 2938. dE W OTUR nea rns 都 不 相同 , 称 W 
为 路 ， 

如 果 途 低 的 长 怪 少 为 1, 又 起 由 和 终点 相 重合 , 则 称 途 径 为 闭 
途 乱 ， 在 六 的 情形 称 》 TD. EAA ACHI B E A 
M. 182. 中 给 出 了 运 似 \ 迹 ,路 、 习 迹 、 国 的 例子 . 

如 果 图 G 或 G 的 甘 一 个 子 图 办 顶点 和 边 恰好 构成 一 个 途径 、 
迹 .路 或 图 ， NRE G 或 它 的 子 图 相应 称 为 途径 ; 迹 、 E 
B. 

OS k IOO C NL, CR 为 奇数 和 偶数 称 相应 的 轩 为 A 
MRKA. RA EN JE 838, Te 9 3 oB 8 ob=: LS 

Ruk G 的 任何 一 对 项 点 闻 都 三 路 相连 , 则 称 G AERE. A 
B G 的 子 图 自身 连通 . 旭 称 它 为 6 WERTE. WR C 的 连通 
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AB rhedefygeduey 
Mo  vhwdafygrha 
路 thudafyis 

BR vhudzfyizhzao 
Bi vivdzhziyer 


IB 2. 


FAHRE GEDEUTET A, MH ob G RKE 
BTE. G RRE 上 图 又 称 为 了 的 连通 分 去, LES 


通 分 支 的 个 数 记 为 o (G 或 简 记 为 @， o(G) 28 E 为 非 连通 
图 ,显然 ,6 的 任 他 两 个 连通 分 支 都 是 下 相交 的 , 且 G 可 DEA 
Jt EE A EKE. PEAH, H Q XE 通 的 充 要 条 件 是 它 
R#—4EB 2 X kay CREE G 自身 ， 图 的 韦 通 性 的 
[SA TENE TT TEE A UE EUER Ed 
为 互 无 公共 顶点 的 车 干部 分 ,每 一 部 分 :名 是 志 通 的 ,而 不 同 的 部 分 
间 没 有 边 这 此 连通 “分 也 就 是 2 的 连通 分 支 ， 图 2.2 中 
BIB RU 1e HEURE TEE 3 io. 


< A 


BITERI ruAdokwm 


Hoa 


ERTU wet wo 1088 Iba s 25 w fi u 22 [8] fS ds 
BOMA u 和 w 2 LCS Nisi ERAI u 和 ww 之 间 的 距离 ， 
记 为 duw), 如 果 姑 和 局 分 属于 G 的 不 同 的 连通 分 支 ， PET 
w EEG, 则 规定 d(u ,w)- co. 

TAARA B PE] CLERI m RU mn, 

定理 2.1 图 G JE INI f EE AREE GRO GERE BB 

证 必要 性 RECO, DEDRA, 它 的 二 分 划 为 (X,Y 了 )， 
X rowerem E GLX, 了 ) 中 的 一 个 国 , 其 长 度 为 +1, 不 失 一 
般 性 , 设 eX PAS 7,E 了 ,VE 六 ,…、 一 般 有 vueX,muuacY. m 
FEW noren tB 5, d v KIR, AE, k=21+1,M Wi 
ERA. 

ED MD: IE G AAEH. BEEG 中 的 
一 个 顶点 4%, 令 . 

X-iz|d(u,2)E ABE) 

Y-iyld(u, y) ER} 
(X, Y) G BST e -—4-2y3 .为 了 证 明 G 是 二 部 图 ， RWE 
明 X 中 的 任何 两 个 顶点 不 相 邻 ，? 中 的 任何 两 个 项 点 也 不 相 邻 。 
Wo fw J& z 中 的 任何 两 个 顶点 以 书记 从 到 ”的 最 短路 ，Q 
记 从 4 到 的 景 短路， 设 P 与 8 从 w 算 起 最 后 一 个 公共 顶点 
是 如 ,因为 PO 和 Q 章 是 最 短路 ,路 P 中 从 4 到 wi 的 那 一 段 与 
路 中 从 4 到 tw 的 那 一 般 的 长 -- 定 相等 ， 又 因 己 和 4 的 长 
SUE. J m Pc Mw 到 ?的 那 一 段 Pi 的 长 与 中 从 
3j w 的 那 一 段 Qi 的 长 有 相同 的 奇偶 性 ,并 且 除 了 公共 顶点 外 
P, 和 :再 没有 其 它 的 公共 顶 虑 ， 因 此 ,如 果 v A w ARB, PQ 
和 边 tw 构成 G 中 的 “个 奇 圈 , 辽 与 定理 的 假定 矛 慎 ,因此 碟 中 
的 任 佐 两 个 顶点 都 不 酒令 。 同 理 本 证 Y 中 的 任何 两 个 顶点 也 不 
aw. D] 

以 下 讨论 与 图 的 述 通 性 有 关 的 一 些 问 题 、 
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> PS 
OKRA 


[7] 
mis 

首先 我 们 注意 到 同样 是 连通 图 1 ERRE 可 以 OR 
的 ,考察 下 面 的 各 个 图 . 

只 要 除 掉 图 (a) 中 任何 一 条 边 就 厂 坏 了 它 的 过 通 性 从 图 (8) 
中 去 掉 任 何 一 条 边 后 佘 下 的 图 仍然 是 ESL IRL BETA oe SLATE 
HAR B (c) 4E — BEL. ARER- ,条 边 或 任何 一 个 顶点 还 是 
连通 的 ,但 除去 两 条 按 后 不 再 连通 : 除 疼 两 个 顶点 连通 性 也 可 能 被 
破坏 ,图 (8) 只 有 去 掉 至 少 三 条 边 或 三 个 项 点 才 可 能 不 连通 .图 (e) 
中 只 当 去 掉 至 少 四 条 边 后 4 可 能 不 过 8, RA Ce) 中 任何 一 对 项 
点 之 间 都 有 边 相连 ， 因 此 卡 掉 其 中 的 王 何 一 个 顶点 集 都 不 能 破坏 
它 的 连通 性 ,如 果 至 少 要 AETA 各 或 若干 个 项 点 后 才能 破 丈 
图 的 连通 性 ,我 们 可 以 把 F 洋 的 边 或 节点 的 最 小 数 目 合理 地 看 M 
BEREE are. 这 个 数目 EX BER MEX REC Bis 


ii 
IG R— A » EAR. JR G EM. Is manan M 
G 的 底 图 是 完全 图 , 则 定义 G MERG) 1, 如果 G 中 
有 不 相 邻 的 顶点 , 则 一 定 :, 在 顶点 集 F 的 真子 集 V, 使 得 9 一 不 
连通 ， 严 称 为 图 G 的 顶点 制 。 这 时 色 : 义 6 的 连通 度 
*(G)=min([V”[ V^: G 的 顶 成 期 } 
BRI HE RE HERE 3 29 RE GO BERE ARMUT EZ MEI RR 


(2 。 


[3 

如 果 G 不 迷 通 ,规定 x(G) =0. 

亲 此 ,x(G) 一 0 HARAR TLA, SARIEN 图 ， 如 果 
x(G) =1>0, 则 9 一 定 是 连通 图 . 这 时 要 么 G 的 阶 为 1+1 并 县 任 
何 一 对 顶点 都 相 邻 ;要 么 G 的 附 不 小 于 Lt2,G 中 有 1 个 顶点 构 
成 的 顶点 荐 , 但 不 在 在 由 1 一 1 个 顶点 构成 的 顶点 割 。 称 *(9) 之 
DRAR ETA. 连通 图 即 -. 切 非 平凡 连通 图 ， 当 图 9 大 连通 
时， 要 么 >=R+1, 且 G 的 底 图 是 完全 图 要么 y2k-+ 2 H. G rh 
不 存在 由 一 1 AMARRETAN. He, AO k EAEE 
条 件 为 6 Sr v (OY + 1, Ë. G 中 不 存在 由 有 一 1 个 顶点 构成 
ITUR AN. 

WS 与 5 JE V ERATIS CS 8738288 G 中 一 端 属 
FS, ARF S 的 一 切 边 所 区 成 的 边 集 .特别 当 8 EY dio fE 
何 非 窗 真 子 集 , 又 8/ 一 也 一 PN& , 且 E'— L8, FHER, RIRs 好 /是 
G RAI. WR 如一 {6} Bb rh Rut A NUR e 是 图 9 的 
ahh. 
` 显然 ,如 果 G 是 一 个 非 平凡 图 ,去 掉 其 中 的 一 个 边 割 后 得 到 
的 图 的 连通 分 支 的 此 目 必然 比 E 的 连通 分 支 的 数目 大 。 圣 别 当 
G 是 一 个 非 平 凡 志 所 图 时 ,去 掩 其 中 的 任 一 个 边 割 后 得 到 的 图 必 
AER. AUR G 是 书 FLERE, ZX 

A(G) =min(] E^ |/ 是 G tjl) 

为 G Edo e T 4 EJ RUE 868 RE REGE 
OTT EU TIMES G 是 平凡 图 或 韭 连通 
图 ,规定 4(G) =0。 因 此 A(G) =0 的 图 或 是 平凡 图 ,或 是 非 违 通 
Bj. A(G) =!>>1 角 图 是 指 这 样 鸭 连通 图 ,其 中 从 有 1? 条 边 构成 的 
AAEM 1—1 条 边 都 不 是 边 荐 。 ACG) — 1 EL AC eo f 
迄 通 图 ,MG)># 的 图 称 为 kabi OBEN. LUDERE URL HE A. 
连通 图 。 显 然 思 边 活 通 图 (&2>2) 龙 指 这 样 的 连天 图 ,至少 要 去 掉 
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k KATT ERER EREN E, MERR FAE A SL A 
xim. 

如 果 以 P, 和 Cs 分 别 表示 长 为 w RA IBI Ha XP HUE TR 
(CP) (P m 12:1) (0) -4(0) —2(023). NERE 
B x(K,)- ACC) ERLE mn) ACC) = mmn). 

从 定义 直接 看 出 ,对 任何 ee (G), 

A(G) -1&:.A(G— e)  A(G) 

如 果 G 的 阶 大 于 1, 对 任何 

ver (G), 

x(G) —1««(G—v) 

Tcr sei Ae REAG v) 

sx(G) 并 非 对 一 切 图 G RR 

例如 对 图 2.4 中 的 图 G,#(G) =1， 

{B s(G—0)= 4, 图 2.4 
ATEJ RAR fr Raai- r. 
2.2 对 任何 eCE CHO RES: 

oO Lo -e)so(1) *1 

X e É GS AURAIT Y o(G—e =o(G)+I( 或 表述 为 

o(8--eY»o(G), ) 

证 9 可 由 G 一 e 添 如 i:。 而 得 到 ， 出 于 在 图 中 添加 一 条 过 
Mu COREAGUESEAGUPI. BN 

oO Eo G—e)so(d) 41 

设 e= we 是 G HAH., RELEE SCV (G) B 
(ee[8,8] eues, ve BAR, TU um o # G f AE 
通 分 支 内 ! 另 一 方面,G pup u 和 9” 的 任意 一 条 路 上 必定 包含 
LS;,5] 中 的 边 . 因 e 是 ES.*] 中 唯一 的 志 , 故 这样 的 路 上 必 含 。， 
从 而 G—e 中 没有 连接 和 “的 路 , 即 有 . G 一 中 以 与 5 属于 不 
同 的 连通 分 坟 ， 由 此 可 知 wo.G 一 0) 之 w.6), 这 个 不 等 式 等 价 于 
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'"e(G—e) —o(G) «1, 

EXE o(G-e) -o(8G) -1,X e JE G 3E ER IE 
中 的 一 条 边 . W 的 顶点 分 属 G— BW OB A x WR W” , B. 
“是 唯一 的 一 条 一 端 在 W' 中 一 端 在 W h. e S= V (W, 
S3 V (G) 的 非 空 真 子 集 并 且 有 (1 D8,8], ëk e E G B) 881 
x. 

引 理 2.3 ec ECG) REB G 的 割 边 的 充 要 条 件 为 e 不 在 8 的 
任何 一 个 图 .上 . 

证 Vk e £ Gh. Her GPS BC E. umo 
的 同一 个 连通 分 支 中 的 两 个 顶点 ,如果 G hE Hu v S EP 
上 不 含 边 e,w 和 ”在 G—e rbi: P 相连; 如果 了 上 含有 边 。， 
ER G— e pde P EN e 用 路 一 e 来 代 赫 ,这 就 在 G 一 e 中 得 
ERE TEE DES AM 从 而 8.-e 中 有 从 到 vb 的 路 (习题 
2.1.2)， 因 此 ,无 论 那 -种 情况 u 和 2? RWE G — e 的 同一 个 过 通 
分 支 内 .于 是 otG 一 e} o(G) IL e Abi , H5 2.2, 0 (G — e) 
Do(6), 了 矛盾. 

反之 , 设 e= xp 不 在 G 中 的 三 何 一 个 转 上 , 且 e 不 是 割 边 . 
各 2 是 边 。 的 总 点 ,它们 在 〈 的 同一 个 连通 分 支 肉 ， 由 于 。 
RERNU, M 2.2 w(G 一 e)= e(G) , 故 G 一 中 必 和 ? 仍 在 
同一 个 过 通 分 支 内 ,由 闭 可 知 G 一 ?中 有 连接 4 和 v 的 路 了 ,从 而 
P +e E G 中 的 图 , A8. Ú 

顶点 数 为 » 的 边 六 最 多 的 简 站 图 是 完 爹 图 K, RUE TERI 


+ 阶 简单 图 的 边 数 。 水 可 能 超过- ->(? 一 1) .容易 想象 ,如 果 一 个 


vir mim uu £. NE G 必 连 道 ， 由 此 引出 一 个 问题 ,如 果 
简单 图 G 是 一 个 > Bret i ET bak e 的 上 ,下 限 各 是 多 少 ? 再 
把 这 个 问题 引伸 一 步 ;如 果 简单 图 G 是 一 个 > 阶 图 ， 它 的 连通 分 
AEA o, G 的 边 数 e 的 上 、 下 i 肛 各 是 多 少 ? 下 面 的 定理 回答 
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了 这 个 问题 ， 
定理 2.4 质点 数 为 ,连通 分 支 数 为 o 的 简单 图 的 边 数 。 
满足 不 等 式 


»-o&ec oe) (0-01) 


证 ATEH -oxe 3 G bf e ETHER. NR S e= 
0 时 不 等 式 成 立 ， 考 虚 连 道 分 支 数 为 @, 边 数 最 少 的 v 阶 简单 图 
G ,以 so 记 它 的 边 数 ， 对 于 G 的 任何 -- 条 边 。, 由 引 理 2.2 可 知 
G—e 的 连通 分 支 数 为 4 1, 其 边 数 为 一 1, 顶 点 数 仍 然 为 ?。 
由 归纳 法 

vr—(0+1)<e 一 
这 等 价 于 
y— OS s 
从 而 任何 连通 分 支 数 为 o 1 v 叭 简单 目的 边 数 。 UE, 
y—o= z =< 

为 了 估计 e 的 上 界 , 可 设 G 的 每 ~ 个 连通 分 支 都 是 完全 图 ， 
假定 C, 和 C JE G 的 两 个 连 道 分 支 ,它们 的 顶点 RINA v: 和 
v, rh rmv ls 如 果 用 顶点 数 为 ?+1 f —1 的 完全 图 来 
RE c, 和 C,, 则 经 这 种 变换 得 到 的 新 恒 的 分 支 数 和 顶点 数 仍然 
蚌 @ 和 ?但 却 增加 了 


Ho nnno n eso, -0- 6700,72! 
-y,—v,t1i 
Ab BR voor, 121, METUR H HEERS KEA o 的 
» 阶 简 单 图 的 边 数 景 大 ,只 佛 反 复 进行 上 述 变换 ,时 后 得 到 的 图 是 
,一 o+1 个 顶点 的 完全 图 和 一 1 个 弧 站 顶点 的 并 ,其 边 数 丛 好 是 


lo-o0-e-0 .l 
dels oo E x(G) .过 连通 度 ACD Rat ó(G) 之 问 有 
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—BUEOORA, 
定理 2.5 对 任何 图 台 都 有 不 等 式 
#(O) E.G) EG) (2.1) 

证 #H3 Q 不 连通 或 G 是 平凡 图 , 则 *(G) 一 4(G)=0, 不 等 
式 (2.1) 显 然 成 立 ， 改 只 需 考 虑 G 是 非 平凡 连通 图 的 情形 . 

HIE A(G)<ó(G). Wed(r)-4(G), 与。 相关 联 的 一 切 连 
村 是 G 的 一 个 边 割 .: 改 AGEE) =a). 

以 下 证 明 

x(G)«A(G) (2.2) 
如 果 G 不 是 简单 图 .考虑 G Bop G, AG CO) (9), ACG) 
SAC), BUE dmi (2. 2) 34 f ACER S CREE o Hr 
因此 以 下 都 假定 G 契 简单 图 ， KË G= K,, (K,)=41(K,)=n— 
1,(2.2) K. 

由 以 上 的 讨论 ,只 需 对 非 平 所 的 简单 连通 图 且 不 是 完全 图 的 
情形 证 明 (2.2)。 

WE A()-RRIOE E'-(uys Eytt tya) Æ a 
HIREA RRL. EU MET or MEE 43836 
分 支 生 和 了 组 成 ， 设 xbzs omi XRAN Yoyo 
yi 是 工 中 的 顶点 ， 全 注意 的 是 : yyzz， zz PA yi ys 3 
中 都 分 别 可 能 有 车 -， 个 顶点 是 书 | 同 BS. UR X h BR ross, 
2 外 还 有 其 它 的 顶点 , 则 {zuza…z 寻 就 是 G 的 顶点 割 ,于 是 
K(G)<k=2(G). T Y WE BD. 因此 ,不 妨 ok X 的 全 
WARE {2022 son) Y Hu BST AGERE (yogurt 
Nhe 

VE mugs ea ARANILA TAE AOSI). Rk 
RE, RETRE zz， IN O(G)k S4 — T rst 
所 站 关联 的 边 至 少 有 下 条. AT G 是 简单 图 ,与 x, 关联 的 边 中 至 
少 有 (0 一 1)) 条 的 另 -个 端点 在 了 dh. IE, -AARE X 
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中 ,一 个 端点 在 了 中 的 边 至 少 有 EOS - 1). 

考察 等 式 

i(k-itli)-k-(k—-D)ii—10) 

和 如果 1<i<&, 上 式 为 正 , 嗓 - 一 个 端点 在 蔷 中 一 个 端点 在 了 中 的 
边 多 于 条 ,这 与 过 接 X 和 Y 的 边 恰 为 * RON EFA. 因此 只 
能 i=1 或 i=k， 此 外 ,只 要 任何 一 个 44) 之 hk UKSE 
出 同 祥 的 矛盾 . dc X 中 的 顶点 数 要 人 么 Xi 1,882, Hk, B X rh i£ 
— BUS ABAE R. ATY 有 完全 类 似 揭 结论 ， 又 因 @ 不 是 
ZAR XAY gA kA k> H G[X] 和 GLY] 都 是 & 
DERI IESU TE RAI ICDEE P SM M 
顶点 的 个 邻 点 都 是 G 的 顶点 制 , 因 此 x(G) s k—A(G). D] 

任 给 三 个 满足 (2.1) 式 的 正 整 数 *(() AG) ,5(G), 都 存在 图 
G, 使 得 它们 恰好 相应 地 是 G6 的 连通 度 、 边 连通 度 和 暴 h E (21 
题 2.1.25) ,下 图 中 给 出 x(G) 一 3,4(Q):-4,6(G)=5 的 情形 . 

由 这 个 例子 不 难看 出 在 “ 般 的 情形 下 如 何 构 遗 符合 要 求 的 
G. 


[ES 


J a 


23.0 在 技 得 森 图 (图 1.15) 中 求 :(a) 长 69 的 路 ,(b) 长 分 别 为 5.6、 
3,9 EE, (e) 分 别 由 3.4.5 AURREAN, d) 分 别 由 3、4,5 T DURS 
成 的 顶点 制 、 
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2.1.2. 证 明 ,(a) Au Rü G HUE SHETA w 和 ?的 途径 , 则 好 中 必 有 过 
ELLE 

(D) AUR e ERG RRE P o B, BJ e 必 是 图 G 的 某 园 中 的 边 。 

2.1.3 证 明 ，(a) AR G REBEL Sk, M 他 中 有 长 为 二 的 路 ? 

(b) RE k 22, RU GHUOÉH CER UICE k +1 68, 

214 WB GSE 6=/2>1, 证 明 G b A E Pam 
EAG- (za r EN, (提示 Bb size sa R DE Id 12k 
1018 2.1.3), 18 G5 0— noz t n b Ek uy utt yad G, Bb £ $ 
有 路 +，，…z: 的 连通 分 支 C 中 的 最 去路 ,显然 有 oly) Sm. yelkUnmes 
un h£ R 一 各 -1 个 邻 点 ,但 这 将 导致 do Gy) Sk HEE) 

2.1.5 证 明 疼 G 连 道 的 充分 必要 印 件 是 对 于 任何 韭 空 真 子 集 SC 
F(a), ES, FIRS. 

2,1.6 ERAR GEH, MOHER (9) 连通 。 

2.1.7 VEHI, (a4) 简单 图 妈 和 全 ;的 补 图 如 E pA iE: 

(b) 每 一 个 自 补 图 必 达 通 。 

2.1.8 ”证明 过 适 图 小 任 何 两 个 最 :路 必 有 公共 价 点 。 N 

2.1.9. nEBISHERIIRUE 1« e» IER v 阶 连 通 图 含有 天 MEAT 
5. 

2.1.10. FARMY 2.2 中 的 让 BRAE e RAWA v Bb, US 
Mor. 

2.1.11 证 明 à Ck 232) 正则 二 部 pore fr eR. 


24.12. (a) MARGERA E D>) , Wei 
Q) xpo, KAR =, Om Est, 

21143 (a) ES E O AMEE B> 7 |- 1 act. 
Q) 当 ， 为 偶数 时 etti tras (] 2- |- 1 imas, 


2.1.14. lEBHITUR G ARAA ð 0w +k+2)/2 0 G k REL CRUS. 
VELA GPS k-11 PAZERA, PURSE 2.1.1300) 中 的 结果 )。 
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2.1.15 设 图 G 的 阶 至 少 为 ,证 册 ， 
(a) 对 G 中 的 作风 三 个 顶点 uo o 都 有 不 等 式 
dlu, w dui, v) dC») 
(8) 如 果 dCu,u) 22, RATA v UE. 
(uw) d(u,v) + (9,0) 

2.1.46. BLG'RKHERCTU BERG HIS, RUSIBUDHCROOEUE w 
G 中 无 图, 定义 G 的 斑 长 为 无 穷 大 。 OAE BDE OVERA MA n 
KICA W, RE mE uus On W. R H8. a DE 各 个 图 的 围 
*. 

2.1.17. ERIKA 4 Rio k ENEAN 2 天 个 顶点 ， 又 答 有 2 k + TR 
点 的 这 翌 的 图 在 同 构 的 意义 下 唯一 。 

2.1.18 Siam(G) -maxt die, y) HG ER Gif Ete radi min (max 
daei kao s] qa, IU 

W R PaO En Wa RGAE 和 半径 ， 

(8) 江 rad(G)s;diam(G)«;2 rad(G), 35 BI VLUISE E TEER. 

2.1.19. 证 明 如 果 简 单 图 G EW EL diam (2)228, W diam(G)«3, GF 
示 : 如 果 dolu o) SS, Rl ds(u,e)=1, E TIUA z TE Bi G f + ERN 
Hur HRA 和 (ux) 和 4a(v,z) 中 至 少 有 - :个 等 于 1.) 

2.1.20 EBE G 是非 平凡 自 补 图 , 莉 d am(G)=2 R diam(G) =3, 

2.121 ok KW. Qa ,难得 森 图 的 连 道 度 和 边 连通 认 Gun Q, 可 
TRNINA 0- 在 互相 对 应 顶点 连 边 而 唱 ， 由 此 归纳 地 证 明 (Q) = 


2.1.22. (a) Wb i>0， X GÈ k RIET MAR EMRE LEE E 
Br SO E") «2, : 

Q) BM P RGBHUBQGCOO, JU EDD AE Y" WRIV'[=k, 
oa-r 

2.1.23 ”证 明 如 果 G E k ; 通 图 , 则 em :/2. 

LLA 证 明 对 于 任何 阶 六 于 2 的 3 次 RA AER ES 0OR 
连通 以 及 x 一 了 .2,8 分别 涡 明 :二 4 对 于 x<'2 的 情形 , 设 {ov4} 是 9 的 顶 
HB.O- s - 6 EROS DE IN do (9.8 G ARDA e. (1) 
EEDE 6.-a 的 顶点 割 , H do. Cn) tok Ge BR e, (eue EG 
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的 边 割 ) . 
2.1.25 对 于 任何 满 是 
UC Lima 
的 整数 Lom nk T i =l, A m HAAR, 

2.1.26 WER cR Lidia «ck S, SSE G mG, 满足 

(a) 对 某 一 个 顶点 z A (G) =k. s(a,- 2) 1, 

(8) 对 某 一 条 边 xy 有 Ga) k, (xy) - T, 

2.1.27. 设 简单 图 G 的 阶 vy2k+122,X G 不 是 上 连通 图 ， 证明 G 中 
AWAR V. Vin V, d, [V =r]; Vll, Hk] 
=, E V PERI A UIS Heo; --k—2(4=1,2), 

2.1.28 WE WES G MERAN E OSOS <4(6,). 如果 
RTEA RO D ARER 

d(e,)zj-k-1 (j93,2.*,—1—d(5 440) 
证 明 G 是 连通 图 ，( 提 东 ; 如 果 从 G hpk k—1 个 顶点 后 得 到 两 个 没有 
公共 顶点 的 图 Gul. 0. XR E nUk DER G4( 设 为 Gi) 中 ,于 
Æ n= lV Sda) HL, M ifi = [VO Iv R—d(, a4, Hl 
Horsten, 都 不 可 能 是 G,0y i vi (ve) (G0) -»— 
X Ie 23X SS vides 18» JR 

2.1.20 设 简单 图 G ROFI a(6 «d (Wo x ds), 
AURTODAEA 


d(v, 2j (jo1.2,,»-1—4) 
证 明 G AXE EB. 


2.2 RRA . 
I1736 年 , 欧 拉 (L.Fuler,1707- 31783) E ERES 彼得 保科 学院 院 
报 上 发 表 了 一 篇 论文 EHRE Z i (KOnigsberg). # 问题 无 


解 ， 在 这 未 论 文 里 引 寺 了 图 的 概念, 从 而 标 志 了 图 论 这 门 学 科 的 


尼 和 项 保 现 在 是 苏联 的 加 里 “= 格 勤 市 ,历史 上 曾 是 德 图 东 普 
便士 省 的 省 会 , 普 列 桔 尔 (Pregel) 可 穿 城 而 过 ,河中 有 了 两 个 小 岛 ， 
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Ë SIE 8o BUE H2. 0). 

当时 流传 很 广 的 一 个 难题 是 :能 否 从 河 两 岸 或 两 个 小 岛 中 的 
任何 一 处 出 发 ,经 过 每 一 康 烽 一 次 且 仅 仅 一 次 ,再 返回 到 出 发 点 . 
欧 拉 把 七 桥 问 题 化 成 了 数学 问题 ， 两 岸 与 两 个 岛 各 用 一 个 点 来 表 
示 , 当 两 片 陆地 交 有 一 座 桥 连 接 时 ,就 在 相应 的 点 之 闻 连 一 条 边 ， 
这 样 就 得 到 图 2.7. 七 桥 问题 相当 于 能 天 用 一 支 镶 笔 从 了 2.74、B、 
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C D 四 个 顶点 中 的 任何 一 全 出发, 措 过 图 的 每 一 条 边 一 次 且 仅 仅 
一 次 ,其 间 钻 和 不 许 离开 纸 j, 丕 返回 益 出 发 的 顶点 ， 如 果 用 2.1 
节 中 引进 的 闭 迹 的 概念 ,就 是 问 图 2.7 叶 是否 存在 包含 一 切 边 的 闲 

i. 

如 果 图 G PAES —6 DARE FI ARRE, AR 
用 迹 称 为 G 的 欧 拉 闲 迹 An! G ofr lucc Und fois , Wii G A 
W. d Gb UnbirRO KR 8. MENS 每 一 个 欧 拉 图 
都 是 半 欧 拉 图 。 图 2.8(a) 中 夯 出 的 是 一 个 欧 拉 图 ,图 2.8 (5) 不 是 
欧 护 图 ,但 却 是 一 个 半 欧 拉 图 ， 

具有 两 个 或 两 个 以 上 六 非 空 赤 通 分 支 的 图 显然 不 可 能 是 欧 拉 
图 . 故 欧 拉 图 只 可 能 由 一 个 直 空 的 迹 通 少 支 和 一 些 孤立 的 顶点 构 
成 .因此 ,在 研究 欧 拉 图 时 ,可 局 根 于 讨论 图 G 是 非 空 连 通 图 的 
情形 . 


TE 


(e) ` [0] 


一 个 十 分 自然 的 问题 是 ,能 三 找到 图 是 欧 拉 图 的 充 要 条 件 ? 
在 1756 年 关于 柯 尼 希 保 七 桥 问 题 移 论文 中 欧 拉 已 经 回答 了 这 个 问 
题 ， 在 给 出 这 个 充 要 条 件 之 前 , 先 证 明 一 个 简单 引 理 ， 

E18 2.6 如 果 图 G 中 每 个 了 [点 的 度 至 少 等 于 2 ,好 G 中 一 定 
Hi. 

证 LI IEEE MELIORI AMI 
G 是 简单 图 的 情形 给 出 证 明 ， 从 G 的 年 一 个 顶点 vo HR, bo) 是 
2 的 领 点 ,2 是 2 的 不 河 于 wo 的 邻 35 o eo UI F va 的 邻 点 ,等 
等 . 因 6 简单 ,又 6(G) 之 2, 一 定 存在 va 的 邻 点 25,04 S oy 
m. RREA G RE voveo. WFG RRAN g BA 
展 , 上 述 过 程 中 必然 会 有 项 点 重 针 出 现 。 假定 w 是 第 一 个 重复 出 
现 的 顶点 , 则 在 上 述 着 eri e Sos RAS BERE G aba. D] 

定理 2.7 F HAA G 是 欧 拉 图 的 充分 必 ERFA G 的 
每 一 个 顶点 的 度 都 是 偶数 。 

证 必要 性 rak G 的 车 拉 亲 迹 ， 从 顶点 wm HUI TE 
MA v, VEU Aou 因 @ 违 重 ,在 上 述 过 程 中 必 FR 经 过 ,每 
道 过 % 一 次 用 到 与 o。 关联 的 两 条 起 ,从 而 对 顶点 5。 的 Je 的 贡献 为 
2， 又 你 次 经 过 ”所 为 到 的 边 都 和 同 且 呈 中 包含 与 。 关 联 的 一 切 
边 , 设 经 过 9 共有 次 ,显然 3(9)-:2 8(R31). 设 上 述 过 程 中 穿 过 
TUS vs d LCS 8L, 局 出 发 沿 卫 最 后 返回 到 vo, 8k d Qo) =2 1+ 
220), HG 的 每 AURTE 
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充分 性 ”对 9 的 边 数 进行 归纳 ， 如 果 9 只 有 一 条 边 ,这 时 G 
只 有 唯一 的 顶点 5, 而 如 是 2 上 的 一 个 环 ,从 而 G 是 欧 拉 疼 ， 考 
BLEAT 1 的 情形 . 因 G 是 非 空 连通 图 , 必 有 aG), 由 引 理 
2.6 可 知 G 中 一 定 含 图 C .如果 C 包含 G 中 的 一 切 边 , 定 理 已 获 
证 .如 果 除 C 中 的 边 外 G 还 有 其 它 的 边 , 则 G 一 B(0) dE SE 并 且 
每 个 顶点 的 度 仍然 是 偶数 ， 由 归纳 法 可 知 G—E(O) 的 每 一 个 非 
空 连通 分 支 H 都 是 欧 拉 图 ， 每 一 个 豆 和 2 都 有 公共 顶点 ,可 
构造 G 的 欧 拉 取 迹 卫 如 下 ,从 C 上 的 一 个 顶点 mw 出 发 沿 C 行 
进 ,当下 到 五 中 的 顶点 ?时 , 转 而 沿 H 中 的 欧 拉 闭 迹 行 进 再 返回 
到 v。 继 而 沿 0 行进 , 直 匀 与 8 一 名 (C0》 中 的 下 一 个 非 空 连通 分 
支吾 ' 的 顶点 相 过 时 转 而 沿 豆 ' 的 殉 拉 闭 迹 行 进 , 依 此 下 去 直到 返 
El v, 为 止 , 这 样 得 到 的 显然 是 G Bohr POE T. DÚ 

推论 2.8 非 空 连 道 图 是 半 欧 拉 图 的 充 雪 条 件 是 其 中 最 多 有 两 
个 顶点 的 度 是 奇数 . 

证 设 G 是 半 欧 拉 图 ,7 是 G 的 欧 拉 迹 ,w 是 的 起 点 ,? 是 
于 的 终点 ,与 定理 2,7 必 要 部 分 的 推理 完全 类 似 , 容 易 看 出 除了 
av 可 能 例外 ,G 中 其 余 的 顶点 的 度 一 定 是 偶数 ， 

反之 ,如 果 G 的 每 一 个 顶点 的 度 都 是 偶数 ,由 定理 2.7,G 是 
欧 拉 图 ,从 而 是 半 欧 拉 图 如 果 G RAES M 点 ,由 推论 
1.2, 恰 有 两 个 这 样 的 顶点 , 记 为 和 .在 G 中 添加 边 wz 而 得 到 
的 图 G + wz 的 每 一 个 顶点 的 度 都 是 颂 数 ,于 是 Gt+ we 中 有 欧 拉 闲 
WT, T =P uv 是 4 中 以 % 和 v2 为 端点 的 网 拉 迹 , 故 G 是 半 欧 
HB. O 

推论 2.9 FRERE G AERE PEERS 36 2 453€ 3 W: 22 G 可 以 
ARARA ARARA. 

证 充分 性 显然 ， 因 为 这 时 G 的 每 一 个 顶点 E 一 定 是 侦 
数 ， 

反之 , WET 是 图 Q Bukas, MT pane l , BW SE 
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一 个 团 中 的 全 部 边 后 , 剩 下 的 图 的 每 一 个 非 空 违 通 分 支 仍然 是 欧 
HEE, Ei T 可 以 分 解 为 没有 公共 边 的 图 的 并 ， 口 

从 推论 2.9 立 即 得 到 下 面 的 

推论 2.10 非 空 连通 图 是 欧 拉 图 的 充分 必要 条 件 是 G 的 每 一 
个 边 割 都 由 偶数 条 边 构 成 

证 GEE RES, OJEG be T e Q 的 欧 拉 闭 述 . 
假定 从 S 中 的 顶点 v 出 发 ,六 了 行进, 通过 中 的 一 切 边 之 后 
返回 ww。 沿 了 行进 的 过 程 中 通过 [ 尽 , 节 的 经 一 条 边 f 好 一 次 。 
Hh SRA S AALS, S Thi — 438, X S 返回 到 S 时 又 用 
ALS, Sri —b KEREKAN, 8 Thi 一 对 边 , 因 
此 [S, 专 ] 的 边 数 为 偶数 。 

Xa. VEO EG SEE MA, 4 S= 16). XX IER DI 
[8 , 感 ] 由 与 9 关联 的 一 切 迷 杆 构 成 , 故 与 。 关 联 的 连 杆 一 共有 偶 
数 条 .又 因 附着 在 上 的 每 一 个 环 对 顶点 "的 度 的 届 献 为 2, 因 
Edo) 是 偶数 ， 由 定理 ?3.7 可知 G 是 欧 拉 疼 ， 口 

定理 2.7、 推 论 2.9 和 推论 2.10 是 通常 引 用 的 关于 图 是 欧 拉 图 
的 充 杰 条件 ， 从 1736 年 开始 ,关于 欧 拉 图 的 研 究 已 有 二 百 余年 的 
历史 ,但 前 不 入 竟然 又 发 现 了 一 个 关于 图 9 是 欧 拉 图 的 十 分 简洁 、 
优美 的 完 要 条 件 , 这 的 确 是 令 人 深 感 意 外 的 ， 

1973 年 Toida 证 明 包含 欧 近 图 中 任何 一 条 边 的 图 的 总 数 为 奇 
Bk. 19844, ERE (CT. A. Mckee) 通 过 研究 二 元 拟 阵 ,证 明了 这 
个 条 件 还 是 充分 的 ， 他 们 得 到 的 结果 可 叙述 如 下 。 

定理 2.11 PARRA G 为 欧 拉 图 的 充分 必要 条 件 是 G 的 
任何 一 条 边 都 总 共 在 图 中 的 奇数 个 图 上 。 

证 因为 环 是 长 为 1 的 圈 , 且 图 中 包含 环 的 团 只 有 环 自身 , 故 
RER G 中 无 环 的 情形 证 明定 理 2.11， 

必要 性 设 e 二 wo 是 G 的 任 一 条 边 , 令 G'=G 一 e。 EG! 
hL u 为 起 虑 ,? 为 终 虚 ， 且 项 点 ”在 其 中 仅仅 出 现 一 次 的 一 切 
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PANEL ENOLL RE G 中 可 以 引出 奇数 条 以 4 为 

起 点 长 度 为 1 的 这 ( 即 冰 数 条 与 “关联 的 边 ) .如果 T 了 二 uw 是 前 述 

的 一 个 迹 ,又 wv。 与 忆 半 联 且 不 同 于 ww 的 边 共 奇 数 条 ,因此 

HT ST REREM TE BEBE AHE AREA, u 2938248062 2 09 35. 由 于 

hs u RI o 之 外 一 切 顶 点 的 度 都 是 偶数 ， 因 此 如 果 延 伸 后 得 到 的 

况 的 终点 w 不 是 纪 ， 就 有 奇数 条 与 w 关联 且 在 迹 中 从 未 出 现 过 的 

边 可 供 选 择 ,从 而 可 继续 延 偶而 得 到 碍 数 条 长 度 增加 1 的 ME 
过 有 限 次 延伸 后 一 切 述 都 会 到 达 v, THERE — Hc 都 从 一 个 迹 演 
化 出 奇数 个 长 度 增加 工 的 迹 , 因 此 GRMA u B o 且 在 其 上 5 仅仅 
骨 现 一 次 的 一 切 迹 的 总 数 为 奇数 。 设 Ts 是 前 述 的 迹 中 一 个 包含 
MHE, E O= pv vo HET. u 到 9 时 第 一 个 出 现 的 辕 。 
如 果 在 T, 中 把 澡 图 C 行进 的 方向 颠倒 过 来 , BOE T, 中 以 mm 
Patto RRR C, RARA w S v fA xk T... HER UL 
BEES sia BER RATE ka ask , e AFERAN 
HER. ATG hk) u 为 起 点 ,5 为 终点 , 且 在 其 上 ”只 出 现 一 次 的 
路 的 总 数 为 奇数 ， 每 一 条 这 样 的 路 添加 e 就 得 到 G 中 含 。 的 Ë, 

因此 G 中 含 。 的 团 的 总 数 为 奇数 ， 
充分 性 任 取 vEV(G), 又 。 是 与 0 关联 的 边 , 以 x(e) 表 示 
G rh; e 的 圈 的 总 数 ， 由 于 G 中 过 。 的 圈 必 定 同时 包含 与 v 关联 
的 两 条 边 ,因此 者 以 m Co) 3 G 中 通过 的 轿 的 个 数 , 有 等 式 


Re)=2m(9) 


等 式 左边 的 求 和 号 表示 对 于 与 ?关联 的 一 切 边 。 求 和 ， 由 于 
2&(e) 都 是 奇数 ,因此 与 ”关联 的 边 为 偶数 条 , 即 d(o) 为 偶数 。 由 
定理 2.7,G 是 欧 拉 图 Ll 

返回 来 考虑 柯 尼 希 保 七 桥 问题 (图 2.7)。 这 时 4, B.C. D 四 
个 点 的 度 都 是 奇数 ,因此 图 2.7 不 仅 不 是 欧 拉 图 , 也 不 是 半 欧 拉 
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图 。 这 就 是 说 ,在 柯 尼 和 希 堡 七 桥 问题 中 , 即 使 不 要 求 返 回 到 出 发 
点 ,只 要 求 经 过 每 一 康桥 一 次 且 仅仅 一 次 ,同样 是 办 不 到 的 。 在 有 
关 数 学 游戏 的 书 中 欧 拉 图 问题 党 以 一 笔 国 问题 出现, # 3 + f: 
许 笔尖 离开 纸 面 又 任何 线条 不 妈 许 重复 , BJ 能 否 首 出 一 个 给 定 的 
图 ?如 果 能 够 画 出 , 则 称 这 个 图 可 以 一 笔 衣 。 显然 一 个 图 可 以 一 笔 
画 的 充 要 条 件 为 它 是 半 欧 拉 图 ， 即 其 中 最 多 有 两 个 顶点 的 度 是 奇 
数 ， 由 此 容易 看 出 ,图 2. Sco isl, T (2.9) (b) rh 
图 不 能 一 笔画 


e [2] 


LEE 


以 下 给 出 一 个 在 欧 拉 图 中 求 欧 拉 闭 迹 的 算法 , 这 就 是 弗 劳 瑞 
(Fleury) i£. 
定理 2.12( 弗 劳 瑞 算法 ) 设 6C 是 一 个 连通 欧 拉 图 , 则 下 面 的 算 
Aii G 的 欧 拉 闭 迹 ， 

(1) 任 选项 点 v Woo tss 

(D 设 已 经 透 定 了 迹 Wo vem ep. JAEN tse 
选 边 ea, 1m 

G) ei 与 v, 相关 联 ， 

Gi) 除非 列 无 选择 ,er 不 是 Ci 一 G 一 {ebses ned OD, 
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(s) (2) 中 的 步骤 不 能 进行 下 去 时 算法 终止 ， 

证 WW.=oe9- Onit 十 G rh E PROS 构造 出 
BE. 因 G fgg — Ta J BERE AC H T 能 v, ms SC Wa E 
FEE. XOX ev 在 图 G, 中 的 度 为 零 。 

AUR W, ABC RE, G, 中 就 有 非 空 连通 分 支 ， 每 一 个 这 
样 的 分 支 H 都 是 欧 拉 图 并 且 与 W, 有 公共 顶点 ， DLS 记 一 切 这 
样 的 公共 顶点 所 构成 的 集合 。 因 es 是 G, 中 的 孤立 顶点 ， 故 o= 
ES. BE m ERR E K, E fk o, CS, MIm. KE 
然 ,在 G. 中 vs A onn Ff — 4° EA A nEs 
Voi) Dur tt 9 都 不 风 于 S, E Gatan 中 gm 和 vmti 不 可 
能 在 同一 个 连通 分 支 内 . 故 o (Gm 一 en+1) >0 (Gn), HI 
2.2 可 知 ,emti 是 Ge 的 割 边 ， 根据 ow 的 定义 ,Gu 中 有 一 非 空 过 
Jy H 与 ga 有 公共 顶 虚 , 于 是 Gd e€ E(D ef 
T v. 相关 联 。 五 是 一 个 殉 拉 图 , 它 可 以 分 多 为 互 无 公共 边 
的 圈 的 并 (推论 2.9), 于 是 。 在 G, 中 的 一 个 圈 圭 ， 根 据 引 理 2.3; 
e 不 是 Ge HERA. $ e+i 的 选择 违背 弗 劳 瑞 算 法 第 (2) 步 的 
(ii)。 这 就 引出 了 子 盾 。 参 阅 图 2.10。 口 
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. dp n 


SECHEIRYE 2c R GE SUCEDER LAMB. 走廊 对 应 
EXLIMIISIIINS (LEID EMEN 
是 欧 拉 图 村 ;观众 就 可 以 从 人 日 出 发 ,通过 每 一 条 走 订正 好 一 次 ， 
返回 天 入口 (同时 也 是 出 口 )。 由 弗 劳 瑞 算 ku 以 看 出 ,为 使 每 一 
条 展览 走 麻 都 从 好 经 过 一 次 , 即 在 对 应 的 欧 拉力 中 走 出 的 路 线 恰 
FEREDE, GAR ERATE aE 
AD RH RON. ME, TUFAN ERRER, RIGERE 
B 330 EW IER DUR DE HUE FEE M 2-110) bT HK 
就 是 一 个 满足 上 面 妥 求 的 展览 走廊 布置 图 ;9 既是 出 口 也 是 人 口 ， 


= 


[^] [0] 
mns 


这 就 引 四 了 关于 某 个 项 点 《同时 对 应 于 展览 会 的 出口 和 人 
DARRERA. ORENSE, hu 中 以 9 为 
起 点 的 钙 何 一 个 极 大 这 ( 即 以 5 Jot ÉSTE TRE REL E G 
ABL, NUR G E3670 v RUKE, 

不 难 证 明 下 面 的 两 个 结果 ， 

(1) FARAN G 是 关于 顶点? KRIK E 图 的 充分 必要 
条 件 是 : 

NT 

2. WR ed G 的 每 一 个 图 上 。 

OD ew ENEDA G 由 两 个 不 同 的 顶点, 图 GRÉ 
MATIA w 和 4 的 随机 欧 拉 图 的 完 分 必要 条 件 是 ，G 可 NA 


tds 


AIBEHER 9 H ç 的 无 公共 为 总 的 道路 的 并 (图 2.31(5))， 
这 两 个 绪 消 的 证 届 留 为 习题 (习题 2.2.6 与 2.2.7)。 


3 a 


2.21. 证 明 图 2.12" 中 的 两 个 图 都 可 以 一 笔 MH 确实 把 它们 一 笔画 出 
*. 


(ON © 
Ei 2.12 


2.2.2. EAA v 为 个 数 ,s 为 奇数 的 欧 拉 图 ? 如 果 没 有 这 样 的 图 ,给 出 
Ah 如果 有 有 这样 的 图 ， 给 出 实例 , 

2.2.3 UEBER ICE ARR. LOKER, XE L(G) AKEH, 
Na 是 否 一 定 为 欧 拉 图 ? 

2.2.4 设 连通 图 G 共有 天 个 度 为 奇数 的 项 虑 . EA G 可 以 分 解 为 /2 
个 互 无 公共 边 的 迹 的 并 , B /2 是 这 样 的 分 解 式 中 迹 的 最 小 可 能 的 数目 。 

2.2.5 设 G 是 有 可 数 多 条 边 的 无 限 图 ,证 表 ，G 中 在 在 一 组 Bl, 使 得 
日 的 鱼 一 条 边 只 属于 这 些 医 中 的 基 一 个 轿 的 充分 必要 条 件 是 对 于 VO) 的 任 
fü Ede X IX, X ELA IUUD EARS S b. 

2.2.6 ERREEN G 是 关于 项 点 ”的 随机 欧 拉 图 的 充 分 必要 条 
件 是 8 为 欧 拉 图 ,了 "在 G 的 每 一 个 国 上 。 

2.2.7 证 明 非 空 韦 通 图 G 是 同时 关于 项 点 fü (use) Ro B8 H KE 
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图 的 充分 必要 条 件 是 G 可 以 表示 为 偶数 条 从 到" 互 无 公共 内 点 的 道路 的 
3t. 


2.8 汉密尔顿 图 


1856 年 ,英国 数学 家 汉密尔顿 ( 罗 . R. Hamilton,1790~1868) 
发 明了 一 个 游戏 ， 把 一 个 木 制 的 十 二 面体 的 二 十 个 顶点 标记 上 二 
十 个 重要 城市 的 名 字 ， 要 求 从 一 个 城市 出发 ， 沿 十 二 面体 的 楼 行 
进 ， 走 遍 所 有 的 二 十 个 城市 ,又 每 一 个 城市 在 途中 只 准 经 过 一 次 ， 
景 后 返回 到 出 发 虚 、 亚 十 二 面体 共有 十 二 个 面 ， 每 一 个 面 是 正 五 
边 形 ,顶点 总 共 二 十 个 ,每 个 顶点 浴 好 是 三 条 楼 的 交点 , 见 图 2.13， 

正 十 二 面体 的 顶点 与 楼 的 关系 可 以 在 平面 上 表示 出 来 ， 这 就 
得 到 图 2.14 中 药 十 二 面体 图 ， 


W 2.13 图 2.14 


问题 相当 于 在 图 2.14 中 投 一 个 图 , 它 通过 图 中 一 切 顶 点 ， 图 
2.14 中 按 自 然 顺 序 用 数字 标示 的 顶点 列 就 是 这 样 的 图 ,研究 一 般 
的 图 在 什么 条 件 下 存在 送 样 的 图 正 是 这 一 节 所 关心 的 问题 。 如 果 
图 G 中 存在 包含 一 切 顶 点 的 图 0 , 则 称 @ 为 汉密尔顿 图 , 面 C 称 为 
ORIKANI. WRA 中 有 包含 一 切 顶 点 的 路 ， 则 称 G 是 
SURRA fi PRO GEGDUBURONUR, BA, AIRDE 
AESCEURURI, 18 2.15 (o) JE DUBIE, 2.150) 是 半 汉 密 尔 


WEB FDU, 
. dar 


== 


e @ 
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定理 2.7 给 出 了 图 是 欧 拉 图 的 充分 几 要 条 件 ， 自 然 希望 对 汉 
密 尔 顿 图 也 求 出 一 个 非 平凡 的 充分 必要 条 件 。 然 而 这 是 图 论 中 一 
个 很 困难 的 问题 ， 迄 今 尚 未 解决 . 

我 们 首先 给 出 一 个 简单 但 却 有 用 的 必要 条 件 。 


定理 2.13 
(1) 如 果 CG 是 汉密尔顿 图 ， 出 对 7 的 任何 非 空 真子 集 S 成 立 
w(G—S)EIS! (2.3) 
(2) 如 果 G 蚌 半 汉 密 尔 顿 图 , 则 对 的 任何 真子 集成 立 
e(G—S)«IS|-*1 (2.4) 
证 先 证 (0 设 C 是 G 的 汉密尔顿 园 ， 显 然 有 
atC 一 S) 委 181 


由 于 O—S 是 G 一 9 WERTE, i 
o(8—8)«o(0 —8)«|81 

(2) 的 证 明 与 (1) 的 证 明 类 似 ， 代 项 C 取 汉密尔顿 路 PU 
x. ü 

例 1 B CHershel) 图 (图 2.16) 不 是 汉密尔顿 图 , 因 若 以 
& 表 示 图 中 有 标记 @ 的 顶点 的 集合 ， 式 (2.3) 不 成 立 ， 

例 2 图 (图 2.17) 不 是 半 汉 密 尔 顿 图 ， 因 若 以 人 天 示 有 标记 
@ 的 顶点 的 集合 ， 式 (2.4) 不 成 立 ， 

以 下 研究 图 G 是 汉 密 尔 屯 图 的 充分 条 件 ， 由 于 CG 是 汉 密 尔 类 
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Bi 2.16 图 2.17 


图 的 完 要 条 件 是 它 的 底 图 为 汉密尔顿 图 ， 因 此 可 限于 研究 简单 图 
的 情形 . 

定理 2.14( 奥 尔 (Q.Ore)) 设 G 是 阶 v> 的 简单 图 .如 果 G 
中 任何 两 个 不 相 邻 的 顶点“ 和。 都 流 足 


d(u)4 d(v)z» (2.5) 


则 是 汉密尔顿 图 ， 

证 反 证 如 果 G 不 是 汉密尔顿 图 , 取 G 为 一 切 满 是 (2.5) 的 
» 阶 非 汉 密 尔 顿 图 中 边 数 景 多 的 一 个 ， 因 阶 > 之 3 的 完全 图 有 汉 
密 尔 顿 园 ， 故 G 不 可 能 是 完全 图 . 设 和? 是 G 中 两 个 不 相 邻 的 
顶点 。 由 边 数 最 多 的 假定 可 知 G+ we 是 汉密尔顿 图 , 且 其 中 的 汉 
AERE E RAD uv. Bh G REA «BI ç S DURER UM s 
ess. RER uei omo, W 

S-ivvise E), T={9 |V;-19,€ E) 
Vi GEAR RAS [S | d Co) - du) ,| T1 - d(9,) - d(9), 
XB nM o, RHR, ES C (ou mta TEs tnm), 
WJ, SUTC (v vs rst). HE 

ISUT|x»—1 

XS0T-4Q. PRE, ini v € S OUT ViDa bae ibiu,-1t ttv 
HR Gp bD SAR ERE CBS] 2.18) ,这 与 G 不 是 汉密尔顿 图 的 假 E 
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$ wow "^ E Wa 5 Dia Dz [^ 
图 2.18 
FA. 
因此 有 
vadov) - d(,) -18| - V| 
=|ISUTI+ISNTI 
=|8UT|<v—1 
zm. D 


推论 2.15 GBP (G. A. Dirac)) GRE 3t EAS 
MRG) »/2, WI G JE DURER ULTRI, 
证 明 这 是 定理 2.14 的 直接 推论 。 因 G 中 的 任何 两 个 顶 点 
uio ,无 论 其 相信 与 否 ,都 满足 (2.5)， 站 
很 自然 会 提出 问题 ， 如 采用 
d(u)rd(v)zk (<<k<>x—1) 
来 代替 (2,5) 式 ,关于 图 G 能 得 到 什么 样 的 结论 ? 为 了 讨论 这 个 河 
题 ， 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 2.16 设 G 是 ， 阶 连通 图 , ISk #mjE G pA 
LS ITO MID RET 
证 Hvor own Ea hRA k AA LG iB, X k< 
+», 必 存在 不 在 图 上 的 顶点 vo 与 团 上 的 茶 一 个 顶 虚 相 邻 ， 记 4 为 
Vr+19 且 不 妨 假定 viua 与 v, H$. bone, 就 是 G 中 长 为 及 
Hog. D 
定理 2.17 设 G 是 vz 阶 简单 迷 通 图 ,又 的 任何 两 个 不 相 邻 的 
顶点 x 和 v 都 满足 
d(uw)td(v)2k (Sk ~1) 
* 46 * 


Be sordos ol oem ote px | em. 


证 JEMDNL Gre ZEHOUE SUDO IO, W Poe. 
GREASE AR P JEDUBSUR , PERA »— i, PRAE 
平 要 求 ， 如 果 卫 不 是 汉密尔顿 除 ， 则 1<y 一 1， 今 指出 G 中 不 存 
在 长 为 1 的 图 ， 事实 上 ,如 果 G 中 有 长 为 1 的 图 , 因 7<v 一 1 由 引 
B 2.16 可 知 G 中 将 有 长 为 1 的 路 ,这 与 最 长 路 的 长 度 为 1~1 $ 
L3 

REP ov, ol E os o BARER P ER 
点 , 令 

S-(Q|viv,€ E), Te (von e E) 
KARER LIS die o: 3 e, ORI, IER 2.14 08 GE S 
会 类似, 可知 |8UTI<I 一 1, SNT =D, ATRA 

kdl) rdw) 18] + |] 
zISUT|-- STi «1—1 
BR P 201 1, B P RERO 35 kO, 

以 下 还 明 G 中 有 长 度 至 少 济 | ZI ini. MARE p= 
voren ERRE, MR <e WEB v 与 os BRR, MR 
I» X vi 5 v, IG REGN GUB IBI Jo [ 157] (1 


Xh«»—1) Bt. I EEST”, REPE v1 53 vi WAE 
HEW, BED d (o) 2 d(v), x 2 d() 2d (v) o d()2 kh, 


反而 GCw) 之 [各 ]。 于 是 存在 v4, 7 之 | 入]+1v 和 898, vvs 


eom dle px | | ei m. [ei [E22], 


定理 的 后 一 部 分 得 证 ， 口 
推论 2.18 如 果 简 单 连 通 图 G 中 的 任何 两 个 不 相 邻 的 顶点 和 


e dn 


和 。 满足 
d(u)t d(v)mv—1 
WI c ob W 88, 


推论 2.19 AR LAGU RRAS ZE MORER 
mina, 


3 HB 


2.8.1. (a) 对 哪些 #， 玉 ,和 本 ,是 汉 密 尔 申 图 ? 

4》 如 果 图 G 的 顶点 集 六 VUF,UT,, 这 里 7 不 空 ,7 NTF;= 多 (i 大 
站 ,又 GLV1ICISi3) 是 空间 , 则 称 G 是 三 部 图 ， 又 车 V, 的 任 一 个 顶点 与 7 
的 任 一 个 顶点 (i 世 四 都 有 唯一 的 一 条 边 相连 , 则 称 G 为 完 : Bi nV 
=r, Vul =s, V. SE, Tas — NEEDUE , a, RAE mn K... 
是 汉密尔顿 图 ? Hrast uH E, EDUC I TEE EE tiar, 

(e) 对 哪些 5，Q 是 汉 痪 尔 顿 图 ? 

2.8.2 ER: 如 果 

(a) 图 G 中 有 割 边 ， 或 

Q) G 是 顶点 数 为 奇数 的 二 部 图 ， 
则 G 不 是 汉密尔顿 图 . 

2.3.3 证 明 图 (图 2.19) 不 是 汉密尔顿 图 . 

2.8.4 设 有 27 个 1x1x1 的 立方 体形 奶 酷 ,堆放 成 3x3x3 的 立方 体 。 
向 一 只 老 良 驳 否 从 角 上 的 一 鼎 奶 酷 出 发 ， 打 洞 穿 过 每 个 奶 酷 俗 好 一 次 ， 最 
后 到 达 立 方 体 中 心 的 那 块 奶 酷 ? (提示 ， 把 立方 体 看 成 硕 点 ， 又 车 两 立方 体 
有 一 个 面相 邻 ， 在 其 对 应 的 顶点 闻 连 一 条 边 .》 


2.3.5 举例 说 明 有 这 样 的 简 间 图 G42 之 3), 注 外 0) 一 也 一 1 但 不 是 汉 
SUE, 

nad (a) EARRA ONM >S, H ("+a mes 
Resin Em, LER Q hiep RSS wf o WO HC) 
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25. 
(b) 3l it T er tor ol RUM ALBIS. 


2.3.7 (a) EARRA G Eski Bl ki RARE, RU GRUSS 图 L(G) 
Ro. 

(0) 举 出 一 个 LCG) 是 汉密尔顿 图 ， 4B GRETSIERICELBE UT DUCI 
图 的 例子 。 

2.3.8 证明 K, 可 以 表 为 四 个 写 无 公共 边 的 充 密 尔 频 项 的 并 (提示 ， 取 
8 个 均匀 分 布 在 轴 周 上 的 顶点 ， 任 何 一 对 顶点 之 问 过 直线 段 ， 得 羽 ,。 图 
2.20 中 粗 线 画 出 的 是 一 个 汉密尔顿 路 。 每 次 旋转 45*， 即 可 得 到 到 个 互 无 公 
共 边 的 汉密尔顿 路 ， 内 此 不 难 起 象 如 何 获得 ,中 的 四 个 互 无 公共 边 的 汉 密 
AI BR O 


22 
KY 


图 2.19 图 2.20 


2.8.8 REGER v2 6, 证 明日 中 有 长 度 之 2 6 的 路 . 
2.3.10 (a) Ju EHE G HERRAR [ELE US A OCA SUR RR. 28 则 


+D dts, ies abeo 1 BMA, 
O) Pattes | 1») | 的 汉 密 尔 由 连通 图 的 例子 (提示 


PRE 2.20, 
. 49 ^ 


e e 
W 2.21 
2.4 应 用 
这 一 节 将 讨论 与 本 意 讲 过 的 理论 有 关 的 应 用 。 
最 短路 问题 . 


假定 有 一 幅 形 如 图 2.22 的 交通 图 . 


Bl 2.22 


JUOBSEBEA AIL IUR-ETÁAMBUR. PBI BL E 
#ET0019 338228 AH REXU S DU 83 EB REED Ke E 
我 们 的 问题 是 , 求 出 图 中 某 一 个 城镇 (为 确定 起 见 , 设 为 4) 到 其 它 
各 城镇 的 最 短路 程 。 

TAA 2.22 种 种 不 同 的 解释 ， 图 中 边 旁 的 数字 可 理解 为首 
过 相应 路 段 花费 的 时 间 , 也 可 解释 为 路 段 的 造价 或 维护 REE. 
这 时 间 题 将 相应 成 为 求 费时 最 少 的 道路 ,造价 最 低 的 道路 或 维护 
费 最 省 的 道路 的 问题 

2.22 可 以 抽象 看 成 一 个 图 G , 它 的 每 一 条 边 都 伴随 着 实数 
we) BA e Hob. 图 称 为 赋 权 图 ， WEHE GH FH, 称 


. 50» 


w(H)= S5 we) nio. 


Em 


显然 ,可 限于 讨论 简单 图 的 最 短路 问题 ， 因为 当 连 接 两 顶点 
药 过 不 只 一 条 时 ,只 需 考虑 其 中 权 最 小 的 边 . 根据 所 提问 题 的 实 
RER TURER w(e) 都 是 正 数 . 连接 顶点 4 和 ?的 最 短路 就 
是 连接 芭 和 ”的 权 景 小 的 路 ， PLE PEDIS ,证 为 
dup). 如果 取 每 一 条 边 的 入 为 1 就 得 到 2.1 PERERA 
组 路 .因此 ,那里 的 定义 是 现在 的 特殊 情形 、 景 短路 问题 可 叙述 
为 ， 在 边 的 权 都 是 正 实数 的 简章 连通 图 中 , 求 出 从 一 个 取 定 的 顶 
点 到 任何 其 它 顶 点 的 距离 以 及 相应 的 最 短路 、 

ROLEMERE. W. Dijkstre) f 1959 年 首先 给 出 最 短路 的 
算法 . MEP. D，Whiting) 和 替 里 尔 (了 A. Hillier)fz 1960 年 
也 独立 地 找到 了 这 禅 的 算法， 下 面 我 们 将 给 出 戴 克 斯 特 拉 自 法， 
在 给 出 这 个 算法 之 前 ,以 图 2.22 为 例 较 详 细 地 描述 一 下 这 个 算法 
DEI 

WESS CAO .考虑 与 4 关联 的 各 条 边 , 求 出 其 中 权 最 小 的 一 条 
《如 果 这 样 的 边 不 只 一 条 , 任 取 其 中 之 一 )， 在 图 2.22 中 边 AC 的 
权 最 小 ,其 值 为 2 BR, AC 是 从 4 到 口 的 最 短路 、 在 顶点 4 R 
标记 0, 在 顶点 0 Slo 2 ,表示 从 4 到 相应 的 顶点 的 距离 分 别 为 
952. fm AC 加 组 ,表示 AC 是 从 顶点 4 到 顶点 0 的 最短 路， 
dB 2.28 (a). 

4 8,—(A,0).. IBS, 中 与 S, 的 项 点 相信 的 顶 点 的 集合 ， 
它 由 B. 召 .三 个 项 点 构成 。B 只 与 S, 中 的 点 4 相 邻 ,计算 出 4 
经 点 4 到 召 的 路 长 为 0+3=3, 这 里 6 是 顶点 4 的 标 数 ,3 是 边 
4B 的 权 . MAES S, 中 的 AJUAB OUS S. 中 的 C 相 邻 . 计 
算出 4 经 点 4 到 瑟 的 路 长 为 0+8=8，44 经 点 0 济 吾 的 路 长 为 
2+6 一 8。 五 只 与 0C 相 邻 ,计算 加 4 经 0 到 万 的 路 长 为 2+9==11。 
取 这 些 数 中 的 景 小 值 , 它 等 于 3 ,是 由 4 经 点 4 到 的 路 长 ,用 3 标 
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记 顶 点 B, 并 把 边 AB 也 加 粗 ，。 如 果 有 车 干 个 数 都 达到 最 小 值 , 那 
么 ,只 取 其 中 的 一 个 顶 虚 标 上 最 小 数 , 并 加 粗 相应 的 边 。 显然 , TH ' 
点 B 的 标 数 就 是 4 与 之 间 的 距离 ,而 由 粗 边 AB 组 成 的 路 即 为 
从 4 到 B 的 最 短路 ,这 时 ,我 们 得 到 了 5 二 {4,0,B}, 并 得 到 了 
S: 中 每 一 点 的 标 数 ， 参 看 图 2.28 (b). 

继续 上 面 的 步 鸡 ， 假定 经 步 后 得 到 图 中 由 为 +1 个 顶 EZ] 
成 的 集合 Si,5, 中 每 一 个 顶点? 都 已 有 标 数 1v), RAAR O” 
的 距离 。 显 然 ,5, 中 的 顶点 及 连接 其 中 顶点 的 粗 边 形成 一 个 无 图 
连通 图 , 记 为 (9,), 寡 看 图 2.23 ,在 T(S,) 中 从 4 到 任何 一 个 
顶点 ? 有 唯一 的 路 相连 ,这 条 路 就 是 从 4 到 。 的 最 短路 ， 无 图 连 
通 柄 称 为 树 , 而 我 们 的 算 靶 就 是 逐步 地 把 树 加 以 扩充 。 EER 
中 将 对 树 进 行 研究 。 只 要 <<y 一 1 ,8 中 的 顶点 数 小 于 (在 图 
2.23 的 具体 情形 ,= 12), 8, 就 不 是 空 集 、 对 于 图 中 满足 ES, 
uE, HERA ou, iA Io) tww), HE 

mino) Tuw(vu)) (2.6) 
EM 

JEDE ARMÉE Lo) tw(ou), 4 (n) — TQ) w(vw), 
BIA Iv) -+ w(ou E25 u Bode 3c Eou Jn ; UR RUE (2.6) 
中 的 值 的 w fuu AR AXI NU EXEHOEJE rh y — xe nu. A 
8, =S U(u). ARERR 了 (8,) 扩 展 到 树 (S411)。 

以 下 说 明 1(4) 的 确 是 从 顶点 AR u ER. 设 P= vwo, 
表示 图 中 从 顶点 4 到 4% 的 任何 一 条 路 ，9, 一 4,9,=%. Bi € 8,, 
vC S, E PE ABE P'=ebi b atu), €8,, v, € 
B,. B 106; ERA s os HIER, 6k 


w(P)zw(P!)2l(o, 4) + wv; -i9;) 


> min GC) + w(vu))—-() (2.7) 


"es 
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《2.7) 式 表明 A 5j u ZZ RIS FERRO LG), ELE TOSS) th q = A 
到 2 的 路 上 添加 边 v4 而 得 到 的 路 就 是 从 4 到 “的 最 短路 。 

当 得 到 Sr 时 ,也 就 得 到 了 从 4 到 图 中 任何 一 个 顶点 的 中 
离 , 它 由 顶点 旁 的 标 数 袁 未 ,而 由 在 边 画 出 的 树 人 (3v-) 中 由 4 到 
任 一 顶点 的 唯一 的 路 就 是 图 G 中 4 到 相应 的 顶点 的 景 短路 ， 

图 2.23 中 从 (e) 到 (R) 的 各 个 图 画 出 了 以 上 级 述 的 各 个 步 
m. 
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图 2.25 


现在 考虑 一 般 情 形 , 设 G 是 一 个 简单 连通 图 , 它 每 一 条 边 上 的 
权 都 是 正 实 数 ， 我 们 还 约定 ,如果 %e 夭 召 , 则 (uv) =. Vio E 
6 中 取 定 的 顶点 , 戴 克 斯 转 拉 算法 的 目的 是 录 出 从 va 到 任何 一 个 
顶点 ?的 距离 4(z。，v)， 这 个 算法 的 要 点 已 包含 在 上 述 例子 中 揪 
述 过 的 各 个 步 踊 之 中 ,只 不 过 更 加 简洁 而 已 。 当 末 式 (2.6) 中 的 最 
本 秆 时 ,我 们 每 一 次 都 是 从 头 算 起 ,因而 有 许多 不 必要 的 重复 .为 
了 如 免 重复 ,并 把 算法 大 一 步 已 得 到 的 信息 保 留 下 米 以 便 在 下 一 
步 中 使 用 , 戴 克 斯 尾 拉 算 法 中 采用 下 述 对 图 的 顶点 给 以 标 数 的 办 
Ë. 整个 算法 从 头 到 尾 每 个 顶 肯 都 有 标 数 Ho), BÆ 4(vo,9) 的 
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一 个 上 界 。 算法 开始 时 令 1(0,)-0, 349—800 oss, 4 (0) 500 
《在 实际 计算 时 ,可 用 任何 一 个 充分 大 的 数 米 代替 co)， 当 算法 一 
步 步 进 行 时 ,不 断 修正 各 个 顶点 的 标 数 。 当 进 行 到 第 k 步 时 
o) -d(, v), v€8, 
Ku) min (dos, o) Tw(»u), «€ 8, 

BOSE UR 

() 4i). Np exem, Q lo)ec. 一 {06} i= 
0. 

(2) Wg — uc 8,, 用 min(1(u), Lo) +o (6,8)) e 
Uu). 算出 min(teo), 设 wrt 是 达到 这 个 极 小 值 的 一 个 顶点 。 


令 Siri= SU (ea), 

(3) mæ i-v—1,WIE IE. AUR $<<v 一 1, 由 i+1 UB IGE 
回 到 第 (2) 步 。 

Er IA ME SUERTE XE 
EN. UB SITES UE D v6 到 某 一 特定 顶点 w 的 上 距离， 当 
v, 等 于 uç 时 , 即 可 将 算法 终止。 

需 注意 的 是 , 戴 克 斯 特 拉 算 法 只 给 出 顶点 o, 到 图 中 每 一 个 顶 
点 的 距离 ,并 未 给 出 最 短路 。 如果 臣 得 到 最 短路 ,只 需 在 求 出 顶点 
u 的 标 数 7( ww) 的 同时 , 记 下 顶点 关于 标 数 ICw) 的 先行 顶点 ,其 
定义 为 当 LC) Uo) rw Cou) iE o, 是 顶点 4 关于 标 数 必 4) 的 
先行 顶点 ， 只 要 知道 顶点 4 关于 株数 42) 的 先行 顶点 就 能 一 步 一 
PER TOS, (1 所 pv 一 1) 造 出 来 ， 从 而 也 就 得 到 v, 到 每 一 个 
顶点 的 最 短路. 

中 国 邮递 员 问题 . 

邮递 员 从 邮局 出 发 ,到 他 所 负责 的 地 段 投递 信件 ,地段 中 的 每 
条 街 至 少 经 过 一 次 ,然后 返回 邮局 ， 应当 怎 样 选 择 投递 路 线 ,使 所 
走 的 路 程 最 短 ? 这 个 问题 可 以 化 成 一 个 图 论 问 题 ， 如 果 把 街 看 成 
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ASARLAR, 街 的 长 度 视 为 边 的 权 ， 就 得 到 一 个 
权重 正 的 荆 权 连通 图 ， 显然, 任何 一 条 投递 路 线 必然 是 包含 图 中 
等 条 边 的 闭 途 径 。 为 叙述 简便 起 见 ， 以 下 称 这 样 的 六 途径 为 可 行 
EBEE, TATARER guelglezpa as-ienpn(tn 一 v.) BOE COS 


Eule). 
{ml 


有 图 论 的 角度 看 ,邮递 员 和 送信 问题 可 以 叙述 为 ,在 权 局 正 的 左权 过 
通 图 G 中 求 出 权 最 小 的 可 行 邮 路 .这 样 的 邮 路 简称 为 好 佳 邮 路 
这 就 是 中 国 ARAR, 它 是 由 山 东 师 苑 大 学 的 PER 教授 在 
1960 RHA. 

如 果 图 是 欧 拉力 ,由 于 殉 拉 闲 迹 通过 每 条 过 恰 好 一 次 ,因此 每 
一 个 欧 拉 闲 这 都 巧 最 佳 邮 路 ， 如 果 图 不 是 欧 拉 图 , 任 一 可 行 邮政 
中 必 有 重复 边 , 候 如 e= we 在 可 行 郑 路 中 总 共 出 现 大 次 , 则 把 G 中 
的 边 。 用 k b ut, ELM, we). WARRENA 
Tib, £D RESUDIS G UE G FONCECIEHEREUR. dh T TFT 
Shi 0 *ihibkiyinuk, ak Gcr. Ik G fb A 
BRAE 48 DDIGRHO DUKE G, 反之 HERE G18 
BATOM G "也 对 应 于 G 中 的 可 行 邮 路 。 因此 ， 
中 国 邮递 员 问 题 可 归结 为 ， 

设 G 是 一 个 权 铂 正 的 赋 权 过 通 图 ， 

CD 在 通过 活 重 边 而 造 出 的 G 的 一 切 轿 权 KENA G* 中 ， 
求 出 这 样 的 G*, 使 其 权 最 小 (或 于 w(e) 最 小 )， 
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(2) RH G* 中 的 欧 拉 闭 迹 . 

图 2.24 (a) p i HH f AE BB EE] G, 设 邮局 在 4 处 ，2.24(5) 中 
EHRE G 中 添 重 边 CD. E P 而 得 的 赋 权 欧 拉 母 图 GT. 与 
GH 相 对 详 的 可 行 邮 路 醉 在 图 2.24(0) p. 

前 述 邮 化 员 向 题 中 的 (2) 可 用 弗 劳 珊 算 法 解 决 。 现 在 来 看 
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Cj p c D c p 
E F E F E| F 
I2 ——H G: H G 

Qo [2] [O] 


KE 2.24 

CD. 首先 怎 样 求 G*? 由 推论 1.2，G 中 度 为 奇数 的 预 点 共 侦 数 
+, 又 G* 的 每 一 个 顶点 的 度 是 偶数 。 因此, UH G de 这 样 的 
其 顶点 是 图 G 的 一 切 顶点 , T3535 构造 G* 时 添 加 的 一切 重 
边 . 显然 , G 的 顶点 的 度 的 奇偶 性 与 6 的 顶点 的 度 的 奇 偶 性 相 
Wd. 任 取 人 中 的 一 个 包含 诺 为 奇数 的 顶 卡 的 连通 分 支 , 并 任 取 其 
"bi BOUES UR u Mo, EERE 人 中 一 条 连接 & Mo 
的 路 , 记 为 Pu ii, G— E(P o HED HEC RUSO I 
H G th 82038 DURO HUP 2 , 且 -E Pu) 中 度 为 奇数 
的 顶点 都 是 G 中 庶 为 奇数 的 顶点 ， 由 此 不 难看 出 , G 是 一 些 耳 无 
公共 边 的 述 的 并 ,每 一 条 迹 连 接 G 中 一 对 度 为 奇数 的 顶点 ， 由 于 
我 们 感 兴趣 的 是 求 景 佳 邮 路 , 不 妨 设 G 中 上 述 的 各 条 迹 都 是 路 ， 

因此 可 按 下 面 的 方法 构造 G*, 把 G 的 度 为 奇数 的 顶点 两 两 配对 ， 
关于 每 对 顶点 在 G 中 任 取 一 条 连接 它们 的 道路 ,路 上 的 每 条 边 都 
添加 一 条 重 边 ,由 此 即 得 G*， 容易 看 出 , 权 最 小 的 G* 必须 满足 ， 
O G 中 任 一 条 边 添加 的 重 边 最 多 有 一 条 ; (2) G 中 任何 一 个 
图 上 添加 的 重 边 的 权 的 和 不 能 超过 图 的 权 的 一 半 . 首先 说 明 (1)， 
事实 上 ,如 果 某 边 e 添加 的 重 边 多 于 一 条 , 从 G* 中 去 掉 两 条 这 样 
的 量 边 , 余下 的 图 每 一 个 顶点 的 度 仍然 是 个 数 ， 并 可 看 成 由 G R 
重 边 得 至 ,但 它 的 权 比 G* 的 权 小 ,与 GB+ 的 权 最 小 的 假定 矛盾 ,再 
来 站 条件 (2)。 如 果 G 中 国 0 上 添加 的 重 边 的 权 的 和 大 于 圈 的 权 
的 一 半 ， 去 掉 C 上 添加 的 省 条 重 边 ， 而 对 C 上原 来 无 重 边 的 边 
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各 添加 一 条 重 边 ， 称 这 样 的 运算 为 图 校正 。 经 圆 校正 后 得 到 的 国 
的 每 一 个 顶点 的 度 仍 然 是 侦 数 ,并 可 看 成 由 G 添 重 边 得 到 ,但 它 的 
权 比 G* 的 权 小 , FE. 管 梅 谷 证 明 上 述 的 必要 条 件 还 是 充分 的 ， 
从 而 得 到 求 最 佳 邮 路 的 奇偶 点 图 上 作业 法 ， 

(1) GREJER MAAR. e G 中 连接 每 对 
顶点 的 一 条 路 ,路 上 的 边 都 添 重 边 , ARTA G 的 赋 权 殉 拉 母 图 
a*t, 

(2) 如 果 G* 中 关于 G 的 某 一 条 nk ED R— 4, 
DEA CUM E REL Cp 

(3) REGET. RIS Ef huu K PBERS A 
权 的 一 半 , 则 进行 国 校 正 ， 每 校正 一 次 得 到 的 新 的 G* 的 权 都 减 
少 ， 对 所 有 的 圈 进 行 检查 并 校正 后 得 到 的 就 是 权 最 小 的 G", 

下 面 是 一 个 例 ， 图 2.25(c) 中 男 出 的 是 图 G, 边 旁 标记 的 数 
字 是 边 的 权 。 我 们 画 出 的 是 示意 图 , 权 的 数 生 并 非 与 边 长 成 比例 . 
v.e Lum 四 个 顶点 是 度 为 奇数 的 顶点 。 根据 奇偶 点 图 上 作业 此 
前 (1) 把 fn m EOS, o # I 配对。 连 路 “Rszm ,并 对 图 上 的 每 
一 条 边 沙 重 边 ! 又 在 顶点 和 了 间 连 路 vos kL 对 路 上 的 每 一 条 边 
ERRU. ARAE 3.25(5)，2.25(5) 中 边 5 和 kz 上 的 重 边 
各 2 条 ， 按 表 侦 点 图 上 作业 法 的 (2)， 成 对 地 去 挤 其 上 的 重 边 , 得 
2.25(e). 按 奇 址 点 图 上 作业 落 的 (3) ,对 2.25(c) 中 的 圈 zylts 
和 vwzyv 进行 圈 校 正 得 2.25(4)， 对 2.25(d) 中 的 图 woyy 再 进 
行 图 校正 一 次 得 2.25(e). 对 2.25(e) 中 共 12 个 图 都 检查 后 知 
2.25(e) 中 的 图 G* 合 所 求 。 

奇偶 点 图 上 作业 法 需 检 查 图 中 的 每 一 个 轩 ， 随 着 顶点 数 和 边 
数 的 增加 , 圈 数 增长 很 快 ， 例 如 ， 当 图 的 图 形 为 图 2.26 时 总 共有 

BAA. 图 2.25 实际 上 就 是 这 种 情形 . 

如 果 图 为 图 2.27, NECI EU 圈 数 超过 150 个 ， 如 果 图 为 图 

2.28, RHR HRAS EP ETT. BU, -RRA HTAR 
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图 2.25 图 2.27 


点 图 上 作业 法 很 难 行 得 道 . 

如 果 一 个 图 论 算法 对 任意 的 图 G 的 计算 步 数 以 > 和 的 一 个 
多 项 式 为 上 界 ， 则 称 这 个 图 论 算法 是 一 个 好 算法 .如 果 其 计算 步 数 
是 > e 的 指数 函数 或 水 及， fu e 的 阶乘 ,这 样 的 算法 随 着 > Tu = 
揭 增 长 其 计算 步 数 增长 太 快 ， 因 而 效用 很 低 。 奇 个 点 图 上 作业 站 
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TUE—AAERNEE, RERMOI. Edmonds) RVURIEAE.L. John- 
son)1973 年 给 出 中 国 邮递 员 问题 的 一 个 好 算法 , 但 这 个 算法 相当 
复杂 ,不 是 本 书 范围 内 可 能 介绍 的 。 

旅行 推销 员 问题 . 

设 有 > 个 城市 A.A. e 4s. GE 销 员 从 A 出 发 推销 货 
物 , 每 个 城市 都 要 走 到 并 仅 到 一 次 ,最 后 返回 4i. 已 知 任何 两 个 城 
市 间 的 距离 , 问 应 如 何 安排 旅行 ， 使 总 路 程 最 短 ， 图 2.29 是 一 个 
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MT ERN A,B,C,D E FIREROREUSUR.. WENA 4 出 
发 ,他 离开 4 后 首先 到 达 的 是 B.0、D、 思 四 个 城市 中 的 某 一 个 ， 
返回 4 前 最 后 离开 的 也 是 B,C、D、 思 中 的 某 一 个 ,因此 推销 员 不 同 
旅行 安排 相当 于 B,C0、 思 、 石 四 城市 按 到 达 的 先后 顺序 的 一 个 排 
列 , 故 一 共有 41024 种 旅行 安排 ,可 以 列举 出 这 24 种 安排 并 对 每 
种 安排 计算 相应 的 总 族 程 ,经 过 比较 后 可 以 看 出 推销 员 的 最 佳 旗 
行路 线 是 ADD HC A IMERDS 26. 

使 用 图 的 用 语 ， CHE USB ST 3020, 在 赋 权 完全 图 ， 
中 求 权 最 小 的 汉密尔顿 图 。 前 述 关于 五 个 城市 的 例子 中 采用 的 穷 
举 法 在 一 般 的 情形 无 法 施行 因为 一 共 需 要 列举 (> 一 1)1 种 不 同 
的 情况 ,项 着 "的 增 大 这 个 数 将 急剧 增 大 ,即使 高 速 计算 机 也 无 法 
处 理 ， 
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迄今 为 止 还 不 知道 旅行 推销 员 问 是 的 好 算法 , 普遍 认为 它 没 
有 好 算法 。3.5 中 还 楼 运 回 到 旅行 推销 员 问 题 。 


J3 HH 
2.4.1 ERRE 2.30 和 2.31 中 分 别 求 由 从 点 4 到 其 它 各 个 顶点 的 
RER. 


H 2.30 


2.4.2 — FUR. REMAR OAA, 船 夫 要 把 它们 波 到 
对 岸 。 由 于 渡船 术 夏 ,每 次 除 船 夫 外 只 能 载 三 者 之 一 .显然 狠 和 羊 ， HAR, 
狼 , 羊 和 菜 没 有 船 天 监护 无 法 共 处 。 间 怎样 才能 代 它 们 安全 流 到 对 岩 ? 

2.4.8. HERRE GUB RIA TUR w ñ o DEARI, RBG 中 内 和 
A o RR ERE En RURE `-h, EPI BERE WE khu Sl 
G* 对 应 于 图 G 的 最 佳 邮 路 。 
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2.4.4 RRRA 2.32 中 的 最 佳 邮 路 。 
2.4.5. 求 出 图 2.29 中 完全 图 的 权 最 天 的 汉密尔顿 病 。 
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第 三 章 hh 


$.1 树 和 林 


不 含 转 的 图 称 为 无 轿 图 ， 无 图 图 又 称 为 林 ， 连 通 的 无 转 图 称 
AR. 显然 ,一 个 图 是 村 的 充 要 条 件 是 它 的 你 一 个 连通 分 支 都 是 
树 ， 包 全 环 或 重 边 的 图 中 一 定 有 加 ,因此 树 和 林 才 是 简单 图 ， 社 
和 林 不 含 转 , 从 而 不 含 奇 图 ,因此 由 定理 2.1, 它们 都 是 二 部 图 .好 

g 些 从 实际 问题 中 导出 的 图 是 树 . 
例如 : 同一 祖先 KERR 
系 血缘 关系 画 出 的 谱系 图 就 是 
m š u 。。 树 , 称 为 家 族 树 , 如 果 把 原子 看 成 
图 的 顶点， 而 把 连接 原子 的 价 键 
看 成 图 的 边 ， 那 么 化 学 分 子 式 
# 可 以 很 自然 看 成 一 个 图 ， 与 某 些 
mh 化 学 分 子 式 相 联 系 的 图 是 树 , 例 
589838 C Hon 相 联 系 的 图 就 是 树 。 图 3.1 中 国 出 的 是 与 甲 闹 
CH, 对 应 的 图 , 它 就 是 畔 ， 

横 的 重要 性 不 仅 在 于 它 与 实际 问题 有 联系 , 还 在 于 柑 是 最 简 
单 的 图 ， 当 企图 证 明 图 论 中 某 个 一 般 的 结果 或 检验 某 个 一 般 的 狂 
测 时 ,有 时 先 对 树 来 找 个 证 法 ,或 先 看 一 肴 对 于 树 猿 测 是 否 成 立 , 
因此 ,并 清楚 树 的 性 质 对 进一步 研究 一 般 的 图 有 其 有 重要 喜 义 ， 

图 3.2 PEAREN 六 个 顶点 的 互 不 同 构 的 树 ， MERAN 
各 个 柱 中 最 长 路 的 长 分 别 为 5,4.4.3,3.2。 

从 图 3.2 不 难看 由 , 树 正 是 从 这 一 类 图 的 形象 而 得 名 的 ， 定 
理 3.1 中 列举 出 阁 干 能 够 完全 刻 三 树 的 简单 福 质 , 


. die 


YY Y X 


[ CRMDTET PERDU MORTTLETTL. 
t. 

(0 T ER 

《2) TRA MEDKH v—1, 

(8) T3ER ERO 1, 

(O T SERE Ab ERDA CTP 是 极 小 迷 通 图 , B! T 连通 
ABUS FE] — AR JA EE REDE 

(5) TRAM, TESNEL PJ El hisa CT Z: 
RAHAA), 
` 28 v=1 时 , 定理 中 的 各 条 显然 都 等 价 , 因此 以 下 假定 


»22. 

(DS) MELTA T AAB MAH v 施行 归纳 法 证 明 
Br y2>2 BR T Bh 数 为 "一 1、 v= 的 树 上 内 有 一 条 边 , 结论 成 
Xt. BT FE, 故 任何 一 条 边 e 都 不 在 图 上 , 由 引 理 2.3 可 知 
的 任何 一 条 边 。 都 是 割 边 ,再 由 引 理 2.2 ,了 一 。 由 两 个 连通 分 
XT. TE, TM T. RER, 由 归纳 的 假定 可 知 e(T1) = 
»(T,) —1, e(T,) 2» (T) —1, k 

e—e(T) (T) c e(7,) 十 1 一 (2 ) &v(T,) 12»—1 

(2)5(3) REH TEM. UE T RERNA p Tare, 
T(R22), T (cis k)BEREBE, BIEe (T) v(T)—1(0 isch), 
lte-e(T) -e(T1) tee tel) (T2) b 9) kaye 
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kik>2) k s e= PE. 

(DS) MAT 中 的 任何 一 条 边 eg, 得 到 ”个 顶点 
»—2 RURA T —e,— 由 定理 ?2.4 Te 一 定 不 连通 ， 即 oT 
—e)7o(T), REDI 2.2,e 是 割 边 。 

(4) 沪 (5) 关 末 的 每 条 边 都 基 割 边 ,由 引 理 2.3 AR T FS 
图 .如 果 新 添 边 sy, Tory BÉ Patay, k HOP, E TOR 
连接 顶点 x 和 y 的 路 ， 

(8590) ATEH T Eh, FUE HEB T 连通 , IDE, An 
TA TET BSBRA HOA Xe OVE « CV (7), y €V (02), MT + 
zy RAM RSF. Ú 

定理 3.1 中 的 (2).(3),(4)、(5) 各 条 都 与 树 的 定义 等 价 ,因此 
它们 都 可 当成 树 的 定义 ， 例 如 由 (4), 柑 可 以 定义 为 极 小 连 道 图 
出 (5), 树 可 以 定义 为 极 大 无 圈 图 

推论 3.2 AR F SLf y ATRA @ 个 分 支 的 林 , 则 到 有 ?一 中 
条 边 。 
dE F W£ OU Rak T(O«i«o) 都 是 树 ， 故 (T) = 
»(0)—1(1isto) URBE CF) - X2 (T) =o. D 

^ i=l 

H 3.9 WRH THIAR v2, MT hš bi R Takik 
点 ， . 

WE PET NONU nta rut B] v2, d(e)>1 (1&i 
<r). HEM 1.1 和 定理 3.1 

x d(s)=2ze=2y— 
ml 


BLATA T 中 至 少 有 商 个 顶点 的 度 为 1, 否则 将 引出 矛盾 


25—2—- YMd(o)2 2(y—1)-2»1. D 
iml 
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定理 3.4 BET DENRA TION Z His T S RICE, 

证 反 证 MEDUR u $ü e ZAA 两 条 不 同 的 路 P, 和 Pid 
X. 因 Ps P:, 一 定 存在 边 xy CEOP), 但 zy g ECP)). 显然 
P.UP,— xy 是 连通 图 ,因此 PLU Ps 一 xy 中 存在 连接 x 和 y 的 
路 Poy, Psy 也 是 了 一 zy 中 的 路 ,从 而 Psy+ wy 是 了 中 的 图 , 这 
5 T hip 8, D 

定理 3.4 HER- dE E, NEAR 3.3 就 能 明白 .其 原因 在 
于 图 3.3 PÄR, WERTH IEE TRES, 定理 3.4 的 逆 真 (习题 
3.1.6). 


z 1 


us.s 
把 定理 3,4 与 定理 3.1 的 (5) 结 合 起 来 可 得 , 拖 全 不 : 
EMER- ARRAKALA HA. RKE, 由 定理 3.1 中 
BJA T EmA zy 而 得 到 的 图 人 +xy PAR OC. ny 一 定 
E O bil 38 ik O —zy 是 卫 中 连接 顶 点 和 了 的 路 , 但 是 
由 定理 3.4 这 样 的 路 淮 …, 同 此 0 m 


E = 

3.1.1. BEBEECIS RES 7 阶 树 共 11 个 , 面 出 它们 的 图 形 . 

3.1.2 如 果 分 子 式 为 CuH。 RURAL GO 物 对 应 的 图 是 树 ,证 明 m= n 
ALBERTO M e A (C n. 

3.1.3 向 分 子 式 分 别 为 C,Hus 和 CH 但 结构 不 同 的 REE Arin SË 
有 多 少 种 ?提示 :从 相应 的 图 中 天 掉 悬 挂 点 (与 热 原子 对 应 ), 得 到 的 起 本 ， 
且 其 中 经 个 顶点 的 度 不 超过 4, 1 

3.1.4 ENSE C.H, OH 对 应 的 图 基 树 . 

3.1.8 ”和 问 哪些 树 是 完全 二 部 图 ? 

3.1.6 ERRA GEF, BES 两 个 项 点 之 闻 有 哗 一 的 路 相连 , 则 G 
EB. 
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5.1.7. 证 明 图 G 是 树 的 充分 必要 条 件 为 当 n=1,2 时 , 05k n2>3 
Br,U3ck, 且 涨 加 一 条 边 出 现 叭 一 的 新 凶 ， 

3.1.8 考虑 非 平 凡 树 中 的 最 长 路 ， 由 此 证 明 推论 3.3. 

3.1.9 用 证 明 引 理 2.6 的 方 站 来 证 明 推 论 3.3 . 

3.1.10 证 明 恰好 有 两 个 顶点 的 度 为 1 的 树 一 定 是 路 ， 

3.111 设 G 是 条 ， BRAA? 个 庶 为 奇数 的 顶点 . EA G 中 有 互 无 
公共 边 的 路 PoPa Pa tE ECOS  ECPOU ECP) U-- U ECP2), 

3.1.12. WETERE ACT) k EA G 中 至 少 有 大 个 度 为 1 的 顶点 。 

3.1.13 证 明 图 G 是 林 的 充分 必要 条 件 为 G 的 每 一 条 边 是 审 边 。 

3.1.14. 设 多 是 阶 为 +1 Bbp, G 是 满足 Ok 的 任 一 简单 图 ， 证明 
G 中 一 定 有 一 子 图 与 了 同 构 。 

3,1.15 证 明正 整数 序列 (ds，…:; 中 ) 是 某 个 到 的 度 序列 的 充分 必要 


条 件 为 之 di=2(o 一 1) (提示 由 习题 1.1.6， 存 在 图 9 其 庶 序 列 满足 


Y-4,-26—0, 因此 2(G) -»—1, 458 ELA ROI H RP G, 如果 G 不 


ED Cr — 5E D E eon uo 是 G roi E — Ad XC et 一 如 zi: 是 与 e 不 
在 同一 个 连通 DAME, G =G- (uv uio] + Cuts ovs H3 G 的 He JR 
相同 ,但 连通 分 支 数 比 G p 1, PA. TREIBER 3.1 可 知 吕 是 树 )。 

3.1.16 如果 顶点 2 满足 max(d(z,3)) =rad(G) 《参阅 习题 2.1.18)， 


则 称 * 为 图 G 的 中 心 。 证 明 笃 要么 只 有 一 个 中 心 ,要 么 恰好 有 两 个 中 心 且 彼 
此 相 邻 . CRORIUDTT BY v3 的 料 , 人 是 去 控 了 中 的 悬挂 点 之 后 而 得 到 的 
5d, 证 明和 ,有 相间 的 中 心 。》 

3.1.17 证明 非 平凡 连通 图 G 是 关于 顶点 v 的 随机 欧 拉 图 的 充分 必要 
条 件 为 Q 是 欧 拉 周 且 G 一 2 tk. (SAHA 2.2.6. ) 


$.2 HAMR 


如 果 图 G 的 边 集 专 可 以 分 划 为 两 个 非 空子 集 Um ELLE 
得 OLEJA GLBs] 有 唯一 的 公共 顶点 ?, 则 称 v 为 图 G 的 制 点 ， 
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图 3.4(a) 中 的 顶点 ”和 图 3.4 (b)rh RUE O1, Va nsn 都 是 
LIN 


图 3.4 


引 理 3.5 WRTA o WE o(G—v)o(0), N v 28] G dg 
BR ECL SUR v E G 的 割 点 且 项 点 "上 无 环 , 则 成 立 w(G 一 切 
2e(8), 

证 Wo E Gain X Hop NUM. EH- ie 
通 分 支 记 为 HL、 Hu e HL (R2). 4& E, = E(H,)U (su Jou G 
EGD,ucVUD)) E, E(GNE, ARE, 和 E, 是 ER 
划 , 且 ?是 GL E TRI GE.) 的 瞧 一 的 公共 顶点 ,从 而 v JBI G 的 
LIS 

和 如果 ”是 G RAH e LER. EE + 是 GLE T£ GLE. TAS 
唯一 的 公共 顶点 ,这 里 Efl E, JEE(G)BUA)3I. EGRE, 非 空 
EvE, # EEH onc pu, € E, W P E G hit 
wA un 3H m. 路 P 上 的 边 要 么 属于 ES EART E: E. 
Pp u, 关联 的 边 必 属于 至 : ,与 u, 关联 的 边 必 属于 Ea 由 此 不 
RAH "一 定 是 路 P 上 的 一 个 项 点， 因此 ，G 一 "中 oo 与 如 属 
于 不 同 的 连通 分 支 , 即 o(G 一 之 o(G])， 口 

TER MR v 是 G 的 割 点 但 o 上 有 环 ,o(G 一 六 >@(G) 不 
一 定 成 立 ， 图 3.4(2) 中 的 v. 就 是 这 样 的 顶点 . 
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定理 3.6 BET KTU v ERO TEE A IRA d (O1. 

证 ”如果 d()—0, RI T—K,, 显然 9 不 是 割 点 . 

如 果 d(o) -1, Ul e(T—v) =e (T) -1—» (D) -1—1—» (T 
—70)—1,XB To 不 含 图 ,由 定理 3.1 909 (2) An T —o 是 树 ， 
dke(T—s)—1—o(T), HTAR, 由 引 理 3.5 知 ?不 是 人 的 
LES 

DU TIORSM RR o T EJ I E E a, aou 是 
BT 中 过 接 项 点 w 和 w 的 唯一 的 路 ,因此 T 一 ?中 和 uw 属于 不 同 
HAASE k o (T —9) 7 oCT) ,由 引 理 3.5 知 ?是 的 割 点 , 口 

由 推论 3.3 立即 得 到 

推论 3.7 非 平 几 树 了 至 少 有 两 个 顶点 不 是 割 点， 

没有 制 点 的 连通 融 称 为 块 ， 只 含 一 个 顶点。 的 块 只 能 是 单 点 
图 5 或 项 点 2 上 的 一 个 环 .只 含 两 个 顶点 % 和?。 的 块 由 以 顶点 
和 v 为 端点 的 一 条 或 多 条 边 构 成 。 如 果 块 中 至 少 含 三 个 顶 虞 , 因 
块 不 含 割 点 ， 由 引 理 8.5， 其 中 不 存 在 顶点 2 WE o(G—0» 
a(G)， 即 不 存在 由 一 个 项 点 构成 的 顶点 割 , 因此 这 样 的 块 必 是 2 
X8 BI. 

BORRERO 的 这 样 的 子 图 B. p 是 块 且 是 包含 于 @ 中 
的 极 大 块 , 即 G 的 任何 以 B 为 真子 图 的 PARTER. 任何 一 个 
G 都 是 它 的 块 的 并 .的 任何 天 个 块 最 多 只 有 一 个 公共 顶点 
《习题 3.2.2) .不 难看 出 ,图 G 的 不 同 的 块 的 公共 顶点 的 集合 也 就 
是 G 的 全 部 割 点 的 集合 (习题 3.2.3)， 如果 图 G 的 割 点 用 小 实 
心 圆 表示 , 扶 用 小 空心 图 表示 , 当 交 个 块 有 公共 顶点 时 ， 就 把 代表 
这 两 个 块 的 小 空心 圆 与 代表 它们 的 公共 顶点 的 实心 回 分 别 用 边 相 
过 ,这 样 得 到 的 图 称 为 图 G 的 兵 - 割 点 图 。 不 难 证 明 , 块 - 割 点 图 
是 林 , 当 Q 连通 时 是 树 (习题 3. 2.4). H1 3.5(a) 中 夯 的 是 图 G, 
(8) 中 面 的 是 G Rot (e ih BIB G 的 块 - 割 点 图 ， 

如 果 连 通 图 G 自身 不 是 块 , 它 必然 由 两 个 或 两 个 以 上 的 块 组 
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成 ， 这 时 G 的 块 - 割 点 图 是 非 平 凡 树 , 由 推论 3.3 , 其 中 至 少 有 两 
AREA. BA, 块 - 割 点 图 中 的 悬挂 上 岛 对 应 于 G 中 只 含 瞧 一 的 
割 点 的 块 。 图 G 中 只 含 唯一 的 市 点 的 块 又 称 为 端 块 ， 因 此 ,如 果 
连通 图 G ASTER, 则 G 至 少 包含 两 个 端 块 , 图 3,5(a) 中 的 
Bi, B,, D, 等 都 是 端 决 . 
习 mH 

8.2.1 设 G 是 阶 » 之 3 的 连通 图 ,证 明 ， 

(a) WEG RAH, MG RADUR o WE 2(G 一 2)>@(9); 

(8) 3EDIULUTE RORISAERUR 3E Ur. 

3.2.2 证 明 图 好 中 的 两 个 块 景 多 有 一 个 公共 顶点 。 

3.2.3 证 明 关 点 = 是 图 好 的 割 点 的 充分 必要 条 件 为 ? 至 少 属于 G 中 两 
ARAN, 

3.2.4 证 明 图 他 的 块 -六 点 图 中 无 图, 又 当 如 连通 时 ， 块 - 割 点 图 也 过 
38. 

3.2.5 ERARA GRILL CBE o. EG 4g TE3EZAK,, 

KARTER 12 B JE Q HAMARS HRC RE p rh HAA 证 明 C 无 
35, RIO 中 任何 两 个 不 相 邻 的 顶点 没有 边 相连 , 且 F(B)NF(O) 一 凶 )， 


3.2.6 证 明 G 的 块 的 数目 等 于 o ((0) 一 了 ,这 里 b Co) S Gh 
So 的 块 的 数目 . (提示 , 考 虞 块 - 割 点 图 、 撩 - 宙 点 图 的 边 数 一 块 数 十 割 点 数 
MNOPCILULP = 到 Me) 其 中 为 [I EO ar.) 


3.3 支撑 树 与 补 图 


如 果 图 G 的 支撑 子 图 是 树 , 则 称 是 Co EHE, AR A 
果 图 G 有 支撑 树 ， 一定 连 通 ， 反 之 ， 任 何 连 首 图 e-ta 
bl, 事实 上 , 取 包 为 G 的 极 小 过 通 支撑 子 图 ,由 定理 3.1 中 的 (4) 
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知 了 了 一 定 是 G 的 支撑 树 ， 由 此 可 以 得 双 求 图 G 的 支撑 树 的 方法 如 
下 .如 果 G 中 有 装 , 除 去 围 上 的 任 一 条 边 后 得 到 的 图 ,是 4 的 过 通 
SRTA, MR G: 中 还 有 国 ,除去 团 上 的 任 一 条 边 后 得 到 的 图 G。 
仍然 是 G 的 连通 支撑 子 图 .把 这 个 过 程 一 直 进 行 到 不 能 进行 为 止 。 
景 后 得 到 的 图 人 是 台 的 连通 支撑 子 图 ， 且 其 中 不 含 国 ， 从 而 TP 是 
树 ， 它 就 是 的 支撑 树 ， 可 以 把 上 而 构造 支撑 树 的 方法 称 为 磋 必 
ik. 

由 定 理 3.1 dle CE) v GEHE BET JE o RC CB 
ESETITLURITPITITIS LITE: NE ACD) 
上 逐个 试 加 鼠 (6) 中 的 边 ， 要 求 每 次 添加 边 之 后 得 到 的 图 都 不 合 
转 ， 把 上 述 过 程 进行 到 无 法 再 进行 下 去 时 得 到 的 图 是 4 的 极 大 
无 国 支 摊子 图 ,由 定理 3.1 (5) 可 知 ?是 G 的 支撑 树 ， 可 以 把 上 面 
构造 支撑 树 卫 的 方法 称 为 吕 固 法 .、 

图 3.6 "BEDAE El CACHI e 


ASARAS 


[ERI 


利用 支撑 树 的 概念 可 以 推广 推论 3.7 中 的 结果 . 
定理 3.8 非 平凡 的 简单 连通 图 G 中 至 少 有 两 个 顶点 不 是 害 
点 。 
证 设 T 是 G 的 支撑 树 , 由 推论 3.7, J 至 少 有 两 个 顶点 不 是 
Wo. Veo 就 是 这 样 的 顶点 , 则 o (7 —9) 51. 由 于 下 一 ? 是 9 一 0 
的 支撑 子 图 , 故 o(G v) o(T —9), Hik o(G—v) -1— (8), 
由 于 G 是 简单 图 ,由 引 理 3.5 可 知 2 不 是 4 的 割 点 ， 口 
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一 般 说 来 ， 如 果 关 于 图 G 的 每 一 个 连通 分 支 都 选 定 一 个 支撑 
树 , 这 些 支 撑 树 的 全 体 构 成 G 的 一 个 支撑 子 图 疡 , 称 为 G 的 一 个 支 
ge, ma, GE ERU FCU ve. BIGTEX 
氨 种 中 的 边 的 数目 为 ?(G)=e-y+a， 由 3.1 节 最 局 一 小段 中 
的 说 明 , 把 这 些 边 中 的 任何 一 条 添加 到 六 上 将 得 到 唯一 的 一 个 因 
这 样 得 到 的 e—7 + o 个 不 同 的 留 称 为 与 G 的 支撑 条 忆 相伴 随 的 基 
EB, mE v(G) -e—» o 称 为 图 @ 的 基 围 数 ， CARH GWE 
何 一 个 支撑 入 相 伴随 的 基本 国 的 个 数 ， 

回忆 2.1 中 已 给 出 过 的 某 些 定义 .[8 , VIRARE G 中 一 端 属 
+S ,一 端 属于 8 的 全 部 边 所 构成 的 边 集 ,这 里 8 和 S' 是 的 非 空 
子 集 ， 非 空 边 集 召 ,= [8 , 且 ] 称 为 G 的 边 割 , 8 是 了 的 非 宝 真子 集 ， 
BVAS, Blot SUE ya ai, EO TSA 
A: BUNIHEOSUGIBTYHH. 考虑 图 3.7 中 的 图 G ,如 果 取 8— 
do os ts ILS, 8 [ort sta osos vw} 是 G 的 边 害 ,但 不 
是 G 的 补 圈 。 如 果 取 8S = (v1, 02, 05 us ts), ARLS, BIE (osos, 
vowi EGIT. KES — (osos w wi) L8, 8 15 (eise) 

tæa Hh. 
2 下 面 的 定理 刻画 了 补 图 的 特 
a 20 


定理 3.9 [58,5] 是 @G 的 补 
围 的 充 要 条 件 为 [38, 8 1- LX, Y 1. 
这 里 和 了 是 的 非 空 真子 集 , X 
ny=@, UY 是 G 的 某 一 连通 
> 分 支 的 全 部 顶点 ， 又 导 H +E 

图 3.7 G[X].GL7] 都 是 @ 的 连通 子 图 

证 充分 性 ” 因 XUY 是 荣 一 连通 分 支 的 全 部 顶点 ,又 了 几 Y 
zQ SAEHDXYT-DX,X1,3:BLX,Y ]3k2:, MMX, Y] 
实 是 图 的 边 制 , 按 定 义 任何 边 割 都 不 空 ,因此 从 G 中 除去 任 一 边 
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"ji Wa 


Bibi US, SURIDEINIEIS 2 ZH% H — EH 的 连通 
分 支 的 数目 大 。 由 于 GLX3 和 IG[7] 都 是 连通 图 ， 故 从 G 中 除去 
ILX, 了 ] 的 任何 一 个 真子 集 后 得 到 的 图 的 过 区分 支 数 与 C 的 连通 分 
支 数 和 相同 , 因 此 [X,Y] 的 任何 真子 集 不 可 能 是 GAN, XY] 
=[X, 广 ] 是 极 小 边 割 , 即 它 是 的 补 图， 

必要 性 ” 设 [8,5] 是 G 的 补 图 ,又 C HO SR 2709 Gs 
G,. WELS, SINES, [8, SINEN 9G 2. A 
SO (8)-— X , BBirist X, EHA ELEELS, S 115€ 363 US, 
已] 的 极 小 性 矛盾 ， 又 由 于 [8,5]s 儿 ,存在 某 81I<i<e)， 使 得 
[8, INESS, 但 是 [S, FINED). 4 8n 
V(G) - X, 80V(G) -Y SBMPELS,S]—LX, Y], E BAR X: 
,了 ,XN 了 =, 了 UY 一 V(G0), 还 需要 说 明 的 是 GLXJ]、GLY] 
都 连通 ， 事 实 上 ,如 果 其 中 之 一 ,例如 G[] 不 连通 , 设 H 是 GLX] 


的 一 个 连通 分 支 ， 则 [V (H), PF( 豆 )] 非 空 且 是 [X, 了 ] 的 真子 集 ， 
这 与 [5, 扎 ]=[XX, 了 ] 是 极 小 边 荐 的 前 提 矛 盾 。 口 

定理 3.9 告诉 我 们 ， 把 图 G 的 一 个 连通 分 支 的 顶 虚 集 分 划 为 
钢 个 非 空子 集 , 又 若 这 商 个 子 集 药 导 出 子 图 都 连通 , 则 连接 这 两 个 
导出 子 图 的 今 部 边 就 是 G 的 补 圈 ， 且 G 的 任何 一 个 补 图 都 具有 这 
样 的 结构 。 

边 割 和 补 图 之 司 的 关系 由 下 面 的 定理 刻 划 ， 

定理 3.10 ” 边 割 是 互 无 公共 边 的 补 圈 的 并 集 ， 

WE BLS, TIER G 的 边 割 ， 

首先 考虑 G 是 连通 图 的 情形 ， 如 果 GL8] 和 GLS] 都 连通 ， 由 
定理 3.9,[8,5] 是 补 圈 ， 如 果 GLS] 和 G[5] 不 都 连通 , 不 失 一 般 
性 , 设 GLS] 不 连通 ,把 CES] 的 连通 分 支 记 为 @G[ 互 ] (一 1 2 


m) ZE Ü H,28,H&Q,HOH,- Qj). WG—H, 的 连 
iml 


5l 
Y 


BIAGI). AGER ALERG) SHI 
<m, 1j <n) ,因此 GLF (Cu) EER. ER 3.9, LV (Gu), 
V(Gu) EE. ASA 


t5,81- ÈR, H3 È Ee), PEN 
imi i=] jŒ} 


显然 , 只 要 (š, DSJ), Wau), YS) V (v5), 
这 577)] 没 有 公共 边 ,这 就 证 明了 当 G SERE ANS TEER 
相交 的 补 图 的 并 。 

AR G AMB, RESNE STRE HA- o 2 
ELTE TA LITE DII Es AERE 
能 够 表 为 互 不 相交 的 补 图 的 并 ， 口 

为 什么 极 小 边 割 称 为 补 图 呢 ? 这 是 因为 它 和 图 之 间 存 在 下 面 
BURKAR. NAERAA G HERRAR ERER 
的 基本 转 , 为 使 对 偶 关系 看 超 米 更 清楚 明 具 ,把 支撑 林 和 基本 团 的 
关系 叙述 为 定理 的 形式 ， 

定理 3.11 设 是 图 的 支撑 林 , 又 。 是 图 G 的 不 在 正中 的 
3b, MI 

(1) FREH: 

(2) F-+e 含 唯一 的 圈 . 

证 因 思 的 各 个 连通 分 支 是 G IAEA e HEB, E 
从 定理 3.1 (5) 和 定理 3.4 立即 得 到 本 定理 的 绪论， 口 

设 妃 是 G 的 子 图 ， 召 在 9 中 的 补 图 是 指 G 的 支 朱子 图 G 一 
EC) ASH CO) ARAA. FARO HA NIF A GUAE 
Ak. 如 果 G 连 通 ,中 是 G 的 支撑 树 , 刚 称 到 是 G 的 补 树 - 

补 林 和 补 图 之 间 的 关系 完全 类 似 于 定理 3.11 中 支撑 条 和 图 
之 间 的 关系 。 把 定理 3.11 中 的 支撑 林 换 为 补 林 , 轿 换 为 补 阅 ， 就 
得 到 下 面 的 定理 3.12, 它 显示 了 上 面 提 到 过 的 对 侦 关系 . 

定理 3.12 FERGIEN e 是 图 @ 的 不 在 丈 中 的 边 ， 
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则 

《1) FM: 

(2) Fe 合 叭 一 的 补 图 ， 

证 WB-LS,S EGRE, X B&TEP h .G-— B B & Q 
BERET ifi w(G 一 B) =w(G), 但 是 在 定理 3.9 的 充分 性 的 
证 明 中 已 说 明 必 须 有 o(0 — B)o(9) FH. 

现在 证 明 (2)。 因 eK 如 (了 ), 故 。 是 了 中 的 边 , 设 e Je He 
五 的 连通 分 支 了 中 的 一 条 边 .T 一 e 由 两 个 树 组 成 ， 把 它们 记 为 
Ti Pa BEM 3.9 可 知 B=[V(T1),F (Ts)] 是 G 的 补 图 ， 它 显 
B AE +e 之 中 。 任 给 5E[F (TD),V(Ts)], 了 一 e+5 是 G 的 
支撑 林 , 因 此 包含 在 +e 中 的 任何 一 个 补 圈 B' 必须 包含 5; # H| 
一 B' 包 含 支撑 林 也 一 e+ 5， 从 而 o(G—B')—o(G), 前 已 说 明 
这 是 不 可 能 的 ， 因 此 BCB', 由 补 圈 的 极 小 性 可 知 B'=B, £ BJ 
F re 中 唯一 的 补 圈 ， 口 

证 明了 定理 3.8 之 后 ， 我 们 曾 给 出 与 图 G 的 支撑 林 也 相伴 随 
的 基本 圈 以 及 基 围 数 ?(G) 的 定义 ， 出 定理 3.12, 补 林 所 中 不 含 补 
图 ,对 于 任何 ee ECF) P +e 中 含 唯一 的 补 圈 ， 当 。 取 遍 中 的 
边 ,一 共 得 到 ”一 o 个 不 同 的 补 圈 , 称 为 与 支撑 林 卫 相伴 随 的 基本 
ARB. (O= o #k 2 G 0353838. 

定理 3.11 13.12 是 对 一 般 的 千 妇 狼 述 的 ， 如 果 G 连 通 ， 则 
只 需 用 台 的 安 撑 树 7 代 趟 定理 中 的 支撑 林 刀 ,用 补 树 五 代替 补 林 丈 ， 
就 得 到 关于 连通 图 G 的 相应 的 结果 ， 


= HH 
3.8.1 证 明 ， 
Ca) 在 图 G 的 每 一 个 支撑 林 中 出 现 的 边 一 定 是 齐 边 ， 
(b) 在 G 的 任何 支 捞 林 中 都 不 出 现 的 边 一 定 是 环 。 
3.3.2 Eh 
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(a) > Write E GEHE e». 

(b) ERIRE o 的 > 阶 图 的 边 数 eoo, HERNA GEARS 
Ep 

3.8.3 证 明 如 果 G 大 无 环 连通 图 并 县 只 AEH 支撑 BRIT. NO 
T. 

3.8.4 FERA TGONEAM, EU, 

(a) 对 于 G 的 每 一 个 达 通 分 支吾 ,六 站 百 是 吾 的 支 择 树 ， 

(8) s(F)— »(8)—o(8), 

9.3.8 WEBHELG 7^8 y (8)  e—v--o ARR. 

3.8.6 YEAR TURCIS RO MR RO PLE 

3.8.7. 4EX E Ws. C RARER Kiki, RH 这 个 
支撑 树 相伴 随 的 一 切 基本 圈 和 基本 补 图 。 

3,3.8 分 别 算出 KaK En W a RARE, n Er r EIERE 
FQ, yd REN p(G) 和 基 补 转 数 (G). 

3.8.9 WE' ERG 0532938 o ee LEE" m"—— 
Æ 

o(G— E*)7»o(0). 

3.8.10 设 到 是 图 G 中 某 些 边 的 集 含 ， 证 明 豆 中 含 补 图 的 充分 必要 各 
TG RR X REMIS E: 的 交 非 空 . 

3.3.13). 设 如 :是 图 他 中 某 些 边 的 集合 ， 证 明 吾 ' 中 含 圈 的 充分 必要 条 体 
AEG dg Mk s E' 的 交 非 空 。 

3.5.12 MH 55 K EH HTE, EPA T IECUR s 

(a) OSEH) Se(H); 

(0) MEEHSK ESEK), 

(e) EGIU K)-ECH Y K) EC) -EQC) OE BEHN KRR 
FAEFA BU EARHART UC CERE). 

3.3.13. EE JE n 03k. r= {41,4,,…,4,} ES 的 %# 个 不 司 的 于 
EAKA ELA 为 顶点 集 的 图 如下, 如果 有 zE SERA = (z Y 
(54,7 CGU NAI ASANA) U (ANADIA A $5 A; 的 对称 
25), 8I A, 与 4, 之 间 迷 一 条 边 ， 并 且 把 边 4,4, Jo 来 标记 。 对 于 HG 
Vk Lab (T) 表示 在 互 的 边 上 出 现 的 不 同 祈 记 的 集合 。 证 明 车 标记 x 在 图 G 
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的 国 上 出 现 , 它 必 然 出 现 偶数 次 ,从 而 对 主 图 G 的 天 一 个 支撑 林 到 ,上 ab( 加 ) 一 
Lab(G)。 

3.3.14 利用 题 3.3.18 的 结果 证 明 , 集 5 中 有 元 素 s, ERARE 如一 
Ubi 4e-{s}，4w-{zj 中 的 任何 两 个 都 不 相同 , 对 任何 ?举例 说 明 ， 如 果 
[Lr | 二 % 十 1 本题 中 的 结论 一 般 不 成 立 。 

8.3.15 1 C, 55 C, 是 图 GG 中 的 加 ,Bi 与 Bi 是 4 中 的 补 国 (把 它们 都 
团 成 边 的 集合 ), 证 明 ， 

(a) C, AC, 是 互 不 相交 的 图 的 并 (提示 C4AC, 的 边 导出 子 图 的 每 一 个 
顶点 的 度 为 偶数)， 

(b) BAB: 是 互 不 相交 的 补 图 的 并 (提示 ， W B.=[S,,8.1, B,=[8, 
SIMB: ABES, ASAN] 

(e) 对 G 中 的 任 一 条 边 e, CU CsN\fe} 中 舍 国 ， 

(D) 对 G 中 的 任 一 条 边 e, BLU BN RAP, 

8.3.16 考虑 图 G 的 边 集 妃 (G) 的 一 切 子 集 的 集合 200, HFA BE 
2r X ADB= AAB(4 与 8 的 对 称 差 ). 用 1 和 10 表示 模 2 整 域 中 的 元 素 
(0-F1-2-1--07-1,0--0—1--1—0,0:1—1*0—0-0—0,1:1—1), 3E X 1* A 4, 
小 4= @, ER 28(9 在 上 述 加 法 和 数量 乘法 下 是 向 量 空间 , 且 怠 的 全 体 边 是 
这 个 向 量 空间 的 一 组 基 , 因而 其 维 数 为 *(G)。 称 它 为 与 图 G 相伴 随 的 向 量 
空间 。 以 图 1.7 中 的 图 为 实例 具体 说 明 以 上 的 概念 。 

3.3.17 设 Z 是 与 图 弛 相伴 随 的 向 量 空间 (习题 3.3.16)。 WEA RG H 
宵 公 共 边 的 图 的 一 切 可 能 的 并 的 集合 多 成 7 的 子 空间 多 ( 称 为 口 的 轿 空 间 )， 
图 G 的 互 无 公共 边 的 补 图 的 一 切 可 能 的 并 的 集合 也 是 可 的 于 空间 ， 记 为 多 
( 称 为 8 的 补 国 空 间 )。 证 明 与 G 的 任 一 支撑 补 相伴 网 的 全 部 基 IUE q iy 
一 个 基 , 全 部 基本 补 图 是 多 的 一 个 基 , 因 此 儿 的 维 数 是 基 图 数 p(G) 一 e 一 二 
公交 的 维 数 是 基 补 图 数 9) 二 v 一 上。。( 提 示 ， 用 习题 3,3,15 来 证 明 儿 和 
哆 的 幸 闭 性 。 设 了 是 G 的 支撑 补 。 如 果 中 的 团 O 上 包含 的 IF hid 
38 een AC 0, Cu, PIERDE eneren 的 基本 图 , 则 CA 
C,..AC..A...AC..= D O= C. DOD DOn 补 图 与 基本 补 图 之 
LET I] 

3.8.18. AURI G OB kIS FE(G)rh s BI (EE 2 IBCIS ILU AUR 
DRR MEI JETP. HEB, 
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(a) 独立 集 的 任何 子 集 是 独立 集 ; 

G) 和 如果 了 与 J 都 是 独立 集 且 17| 沁 |T|， BEEE, ERTU te 
是 独立 集 . 提示， 关于 图 的 情形 。 了 的 边 导出 子 图 是 宁 ( 仍 以 了 来 天 示 )， 
和 如果 了 中 每 一 条 边 的 两 端点 都 在 工 的 同一 个 违 通 分 支 内 , AISI LF 
Ji. ATPM, o (G— D) — 0(G) ERAT HER eC JI, IU (eir 
TR, M e 是 8 一 的 割 边 , 因 此 o(G— IU J) - o(G) - |JAF].. 8— A 
e(G—IUJ)<e(G)+|TA7]. Ail ZI [INI 17 >l IFA.) 

3.8.18. W d21RHi 


max min (diam T :T JE GERE) 


HEGET VEG OA RE3U d KEX e, REG TRA AE G Box RAT EE 
BUT rh A, ve BHE— IUS v 的 路 是 图 G 中 从 >, 到 ?的 最 短路 ,因此 
min(diam T;T È G HERH? d) 
3.3.20. 投 图 9 连通 且 T,,T,,… T, 是 G 的 全 部 支撑 树 。 KBR Gn 
Ta 如 的 项 点 是 TTT， p. RURECPOA RC, 恰 由 G 中 的 两 条 边 组 
WT, RT, ZREN. SURMECROU GS WIS. IIO dnd. 


8.4 BRAR 


tecu 是 图 G 的 连 杆 ,在 G 中 除去 边 e, TE T S w fü £ 
并 为 一 个 新 顶点 ,而 全 中 除 。 之 外 一 切 和 人 相关 联 药 边 以 及 和 
相关 联 的 边 都 改 成 和 新 顶点 相关 联 ， 并 且 图 中 其 它 的 顶点 和 边 以 
及 其 间 的 关联 关系 都 保持 不 变 ， 这 样 得 到 的 新 图 称 为 在 图 8 中 收 
H5 e 后 得 到 的 图 , 记 为 Be。 

以 *(9) 表示 图 G 的 不 同 支撑 树 的 个 数 ， 下 面 的 递 推 公式 成 
3t. 

定理 3.18 设 。 是 图 G 的 连 杆 , 则 

rv(G)=r(G—e)+r(G.e) 

证 把 G 的 支撑 树 分 为 两 类 ,第 一 类 不 含 。 ,第 二 类 含 e ， 显 

然 ,第 一 类 支撑 树 是 G 一 e 的 支撑 树 ; 反 之 , G 一 。 的 支撑 树 也 是 第 
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一 类 支撑 树 ， 因 此 第 一 类 支撑 树 的 数目 为 *(G 一 的 。 

设 了 是 第 二 类 中 的 支 挤 树 ,收缩 边 。, 得 也-e. 不 难看 出 , Te 
E Ge 的 支撑 树 ; 反 过 来 , 在 Ge 的 支撑 树 中 只 要 把 由 e 的 两 个 
端点 收缩 而 得 的 顶点 用 边 。 来 代替 即 得 G 的 支撑 树 (图 3.8), DAI 
此 第 二 类 支撑 树 与 G.e 的 支撑 树 之 间 有 一 一 对 应 关系 , 故 第 二 类 
支撑 树 的 数目 为 r(G.e)。 因此 7r(G)=r(G 一 e)+7r (Ge) 成 
立 . Hu 


图 3.9 ( 见 下 页 ) 说 明 怎样 用 定理 3.13 来 递 推 计算 (GD)， 为 
了 简 若 ,图 的 支撑 树 的 个 数 就 用 图 来 表示 ， 

需 说 明 的 是 ,r(G) 表示 G 中 不 同 支撑 树 的 个 数 , 若非 G 的 不 
间 构 的 安 挤 树 萄 个 数 .。 设 9 中 的 边 都 给 以 标号 ， 两 个 支 捧 树 所 用 
的 边 不 全 相同 ,就 认为 两 个 支撑 树 不 相同 ， 图 3.10 (WL83pUrFE Bi 
出 了 图 G 和 它 的 五 个 不 同 的 支撑 适 ， 但 是 这 五 个 支撑 树 都 同 构 。 

虽然 定理 3.13 提供 了 计算 支撑 树 数目 的 一 个 方法 ,但 当 图 的 
顶点 和 边 的 数目 都 较 大 时 ,这 种 方法 十 分 繁杂 ,不 切实 用 。 可 以 通 
过 行列 式 来 计算 *(G) ,第 十 章 中 将 给 出 这 个 结果 ， 当 如 是 完全 图 
时 ,英国 数学 家 遍 莱 (A，Cayley，1821 一 1895) 在 1889 年 得 到 了 
计算 r(K,) 的 简单 公式 ,以 下 要 分 述 的 证 明 是 普 鲁 费 尔 (H, Prüf- 
er)fe 1918 年 给 出 的 。 

定理 3.14 v(K,) —n*7* 
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ALLANA 


E 3.10 


同 的 序列 (ci, as， ,4s-2). 因 此 ,如 果 能 够 建立 玉 , 的 支撑 树 的 
集合 与 上 述 序 列 的 集合 之 间 的 一 一 对 应 关系 ,定理 3.14 就 得 到 了 
BH, 

RTE K, ti MEIVd T IITMOTSUCII 
号 最 小 的 顶点 为 b1, 设 如 的 邻 点 为 gy。 从 了 中 除去 顶 RR b: 以 及 
与 它 关 联 的 边 ,假定 由 此 得 到 的 % 一 1 个 顶点 的 树 的 标号 最 小 的 普 
RZ ba BEA b; 的 令 点 为 42。 除去 b; 以 及 与 它 关 联 的 边 后 得 
到 一 个 顶点 数 为 % 一 2 的 树 , 设 这 个 树 的 标号 最 小 的 基 挂 点 为 bs， 
其 邻 点 为 a;。 依 此 下 去 直至 剩 下 两 个 顶点 为 止 。 这 就 得 到 了 序 
51(2,,a,,***,a,5). BANGE n7, BET nm 3.11, 5, —1, 
8,778,5,—2,0,75,5,—4,a,78,0,7-8,G,—5,b,—5,0,—3, 所 


得 的 序列 为 (3,5,3,5,3)。 


图 3.11 


反 过 来 , 从 序列 (et arst, aaa) 也 可 以 求 出 和 它 对 应 的 支 
BERRAK, 外 中 度 为 gr(p) 的 顶点 在 (Gaz， tt, aga) 
中 共 出 现 delo) 一 1 次 ， 因 此 ,在 序列 (a1, are, auer) RRA 
的 各 个 数 恰 好 是 狩 全 的 悬挂 点 的 标号 ， 可 以 按照 下 面前 手续 从 
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(asa. Ga :) RT JE bi ERE (03,01 G.) 中 出 现 的 
标号 最 小 的 顶点 ,在 oi 与 如 之 间 连 上 一 条 边 . 设 5s 是 NN(bY ih 
KATP ia ,0s-s} 的 标号 最 小 的 顶点 ,在 aÚ 和 5 间 连 边 ， 这 
样 进行 下 去 直至 连 出 n—2 R bidi, 0,0), s Deus 最 后 
FRE NN: bs, ,5。-2} 中 的 两 个 质点 就 得 到 笠 T. EA 
(3,5,3,5,3) 为 例 , 依 顺序 连 霸 边 18,25,43,65,53, 37， 这 样 得 到 
的 正 是 图 3.11 中 的 树 。 

从 五 ,的 任 一 支撑 树 呈 出 发 ， 可 以 遗 出 与 它 对 应 的 序列 。 从 
这 个 序列 按 土 面 的 规则 反 过 来 又 可 以 造 出 与 它 对 应 的 支撑 树 ， 显 
而 易 见 这 个 支撑 树 正 是 原 光 的 支撑 树 卫 ， 因 此 以 上 建立 的 支撑 树 
与 序列 间 的 对 应 关系 是 一 一 对 应 .定理 获 证 ， 口 


习 a 


3.41 证 明 阶 为 4 的 有 标 导 的 简单 图 的 总 数 为 2 TT, per 
dnb AME Sot 

3.42. 通过 注 感 树 中 的 最 长 路 ， 直 接 验 证 有 标号 的 5 阶 树 的 总 数 为 
125, 

3.4.8 用 定理 3.13 rh IH Av CRCRE XC 的 支撑 树 的 个 数 。 

3.4.4 X 阶 图 的 顶点 标号 ， 证 明 给 定 的 # 阶 简单 图 G 俊 有 ml/g 种 
不 同 的 标号 方式 , 达 里 & 一 1 六 (G)1 是 @G 的 自 同 构 群 的 阶 数 (参阅 题 1.2.12 2. 
对 下， BE, 的 情形 进行 验证 。 

3,4.5 BH E, P 16 A cH, 

3.4.6 用 定理 3.13 hu ARE DR 

wW aD AW DAW n) Er n) 

AEW ARRATIAR, HIERREN 


tW) + 8+5) 
3.4.7. 从 # 个 顶点 有 标号 的 侍 中 任意 选 出 一 个 树 ， 问 得 到 以 给 定 的 顶 
点 ?为 悬挂 点 的 树 的 概率 是 多 少 ? 证 明 当 # 充分 天 时 ， XR BORSE SOR 
P 


GERAR TATUR v Xr — t E ni Ar astris PRU BL, ASL 
EAS. 

3.4.8. (a) WELT AE —BRHBABIG URB RA k RAME, XG 

HARE, i9 
tO =K (G) 

O) de C thiyis-— RULES EOS k B te GERBE M de 
ARBER SANET H. ER r(H)=k r0). 

《6) UR C) S ONE (Kun) =02" 7, 

3.4.9 We iK, rS Rol IE (K, -0 m (a20, (ER 
K, Hd" ACER E HIPH 1 dl UR (o 7 Da AGB, E 
BOE E EM Ple ROLLE 

(n- Dari 1072. -2a'.) 

3.4.10 DUTQOdER n 个 顶 虑 的 标号 树 的 个 数 ， 证明 

ze Drey E, Jka TOY, 
由 此 得 语 等 式 


f 


UR. # k 个 顶点 的 标号 树 与 n— k USOS BERE 46b HD 得 # 个 
顶点 的 标号 树 .》 


5.5 应 用 


最 优 色 问题 

假定 要 修建 连接 ?# 个 焉 市 的 公路 网 ,已 知 连接 焉 市 mw Mo, 的 
公路 的 造价 为 C,，, 要 求 设计 公路 网 使 总 造价 最 小 ， 如 果 把 城市 
看 成 顶点 ,公路 看 成 边 ,显然 总 造价 景 小 的 公路 网 一 定 是 以 送 % 个 
城市 为 顶点 的 树 ， 从 图 论 的 角度 者, 上 述 问 E 可 以 叙述 为 在 权重 
正 的 赋 权 完全 图 中 求 权 最 小 的 支撑 树 ， 
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可 以 提出 更 一 般 的 问题 :给 定 赋 权 连通 图 G，G 的 每 一 
条 边 都 赋 以 实权 w(e)， 要 求 找 出 G 的 支撑 树 T， 使 得 全 的 权 


w(T)= = w(e) PUR DE, RRT RAE Q BOE GUB, 

1958 PaT TI, B. Jr，Kruskal) 给 出 了 求解 上 述 问题 的 
BRE GET SUL RA 克拉 斯 科 算 法 ,其 步骤 如 下 + 

(1) 在 图 @G 的 一 切 连 杆 中 选 违 杯 e, ,使 w(e1) 景 小 ; 

(2) Berea. e, BEE A EN eye ns eb HE eva, 
使 满足 以 下 的 两 个 条 件 ， 

G) GLles esed PREM, 

Gi) few EL CD) o RESET LS w(ext1) 尽 可 能 小 ; 

(3) 当 步 又 (2) 不 能 再 进行 时 即 停 止 , 

首先 说 明 由 克拉 斯 科 算 法 得 到 的 图 人 "是 的 支撑 ELS 
法 的 每 一 步 都 不 允许 出 现 圈 ,故人 * 中 不 含 图 . 当 G[{es,es,…es}] 
不 是 G 的 支撑 子 图 时 ,总 可 以 在 吾 \fet eet 中 移出 连 杆 eera， 
使 得 eiii 的 端点 至 少 有 一 个 不 是 GL{e1,es，…,es}] 的 顶点 , 因此 
G[(ei ense} HEA, E GG 6o ns ex] 的 顶点 多 于 
GL{elea 6) TETUR Ai GE Less ea) 对] 不 是 G 的 支撑 
子 图 时 ,克拉 斯 科 算法 还 可 以 进行 下 去 , 因 
此 最 终 得 到 汐 了 "是 G 的 支撑 子 图 ， 总 起 
^ 来 可 知 T E G UR X 7G 圈 支 撑 子 图 ,由 
定理 3.1 的 (5) 可 知人 TP“ 是 G 的 支撑 树 . 

还 需 说 明 由 克拉 斯 科 算法 求 得 的 树 
TT" 是 G 的 最 优 树 ， 在 说 明 这 一 点 之 前 ， 

图 3.12 先 看 一 个 求 最 优 树 的 具体 例子 . 

求 图 G (图 3.12) 的 最 优 树 ,每 条 边 旁 标示 的 数字 是 它 芍 权 . 图 

3.13 从 (3) 到 (e) 的 各 个 图 中 用 粗 迪 标示 出 来 的 图 表示 对 施行 多 
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拉 斯 科 算法 时 逐步 每 到 的 图 ,图 3.13(e) 中 用 粗 边 标示 的 图 就 是 
经 克拉 斯 科 算 法 而 得 到 的 G HERAT”. 


图 3.13 


定理 3.15 由 克拉 斯 科 算 法 构 得 出 的 任何 支撑 树 严 "= GL (es. 
“evr- 直 ] 是 G 的 最 优 树 ， 

证 前 已 说 明 TT" 是 的 支撑 树 ， 如 果 T YUEREULBE AR 
这 样 的 最 优 树 ? ,使 得 了 与 于 * 的 公共 边 数 达到 最 大 ， 

因 T* 不 是 最 优 笃 ,T* 的 边 不 可 能 全 是 开 的 边 , UT "Hos AR 
teres,，…* 6,-!} 中 不 属于 开 的 下 标 最 小 的 边 为 6，. 由 定理 3.1(5) 
可 知人 +es 中 包含 图 0 ， 因 "是 树 , 圈 0 不 能 完全 包含 在 T* 
中 ,因此 C 中 一 定 有 不 属于 T RH e, 显然 eeE(T), T'- (T+ 
ex) 一 e。 是 G 的 支撑 树 ， 因 。 IET POR CFT Is 最 小 的 边 ， 
Weise rte aBEEET * 中 的 边 也 是 卫 中 的 边 ， 因 。 RET p 
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的 边 , 故 eE EN e1625 sea XI e 是 了 中 的 边 , 故 ee 
exis E 都 是 耻 中 的 边 , 于 是 Ciee eao PRAE, A 
此 , 当 用 克拉 斯 科 算 法 构造 了 * 进 行 到 第 关 步 时 ，e 和 es 都 属 
TO EN(ee tt, 6-4, X GE esse) f Gies e» 
tuena DEOR B, k hb i RE RERR C2 ) p i Gi wi A 
wle) we) 
从 而 
wT’ )=w(T)+ wle) —wv(e) wv(T) 

#kT b E G W thi, T T*RAR HNK B kk T 5 Tp ef 
公共 边 的 数目 多 1, 这 和 对 的 最 初 选择 矛盾 ， 口 

与 3.3 节 中 构造 支撑 树 的 避 图 法 相对 照 , 构 造 最 优 择 的 克拉 
斯 科 算 法 也 是 避 圆 法 ,但 在 扣 图 的 同时 还 要 求 每 一 步 所 选择 的 边 
的 权 最 小 , 即 在 进行 每 一 步 时 都 采取 眼前 最 有 A 的 选择 。 这 种 只 
顾 眼 前 的 最 佳 选择 ,而 不 管 整体 的 效果 如 何 的 算 法 有 时 称 为 贪 禁 
算法 ,第 七 章 讲 图 的 点 着 色 问 题 时 将 较 多 地 庶 到 这 种 算法 ， 

在 3.3 节 中 构造 支撑 树 时 除了 避 图 法 外 还 有 破 图 法 .能 否 用 
类 似 寺 破 图 法 的 方法 构造 最 优 树 ? 答案 是 肯定 的 ,这 就 是 构造 最 
LU EMUREGUm 

(1) 选择 G 中 的 边 61, 使 w(ei) 最 大 , 且 G =G— e 09 8835 
通 ; 

(2) 4 G,2G—(e 6s ire) ERREUR E Elenen", 
ex) HERI esrt 使 满足 以 下 的 两 个 条 件 ， 

(i) G,47G— (eeu C5644!} 仍 然 连通 ， 

Gi) 在 满足 (让 的 前 提 下 ,使 w(erns) 尽 可 能 大 ， 

(3》 当 步骤 (2) 不 能 再 进行 即 停止 。 

上 述 算 法 的 思想 是 逐次 删 去 图 中 权 最 大 的 dË 割 边 , 即 逐 次 删 
去 一 切 位 于 圈 上 的 边 中 的 权 最 大 的 边 。 这 个 算法 也 属于 贪 禁 型 算 
法， 图 3.14 中 画 出 由 上 述 算法 逐次 得 到 的 G, 图 3.14 (8) 是 得 
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e G) (8) 


E 
D 


Q o is) 
[ 3.14 


到 的 最 优 树 。 

除了 上 面 丙 个 算法 外 ,还 可 以 给 出 以 下 的 算法 ， 

CD 任意 选 定 图 G 中 的 顶点 21, 在 与 v1 关联 的 过 村 中 , 选 
Ziz; (Ë (miza) D 

(2) 当 顶 点 21,2012, BEZ DOT AE TUR r (< 
jb E TER our, (i<j)， 在 一 切 形状 为 zs (1<i<k， 
agia Tap IE AT rh E SE zaza X RUE 
小 

(3) HER 2 不 能 进行 时 即 停止 . 

这 个 算法 同样 是 食 奖 型 算法 ， 用 证 明 定 理 3.15 的 类 似 方法 
可 以 证 明 以 上 两 个 算法 都 给 出 G 的 最 优 树 (习题 3.5.1，3.5.2). 

旅行 推销 员 问 题 的 近似 解 . 

2.4 节 的 最 后 一 段 曾 介绍 过 旅行 推 销 员 向 题 ， 这 里 将 给 出 它 
的 一 个 近似 解法 。 利 用 求 景 优 树 的 克拉 斯 科 算 靶 ， 还 能 给 出 旅行 
推销 员 问题 的 解 的 下 界 的 一 个 估计 式 。 
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MOERS LIS RI TENE oS E, 中 求 权 Soho DU 

尔 顿 图 。 从 任 一 个 汉密尔顿 转 usen 出发, 如果 
(bib, a) t (6 ,) Qoam) + t0(9,-i9;) 

则 汉密尔顿 较 eta ni, ats catt ttam ttm 的 权 比 
议 密 尔 顿 图 me ous 的 权 小 (参看 图 3.15). 

上 述 算法 可 以 进行 多 次 ,使 所 求 得 的 汉 密 尔 顿 圈 的 权 一 次 比 
一 次 减 小 ， 还 可 以 从 儿 个 不 同 的 汉密尔顿 图 出 发 分 别 施行 上 述 算 
法 ,然后 对 所 得 的 结果 进行 比较 ,从 中 选 出 最 好 的 一 个 ， 以 图 3,16 
中 的 问题 为 例 ,第 一 次 选 汉密尔顿 圈 ABCDEF A,"EISBUOS 

15+16+9+14+2+6=62 


via Y ya 


Vin 
iow Via 


E 3.15 


由 于 
w(BE) -w(AD)Cw(AB) -w(DE) 
KHDR KWE C B.E F ADO 来 代 粮 原 米 的 汉 E RRE ELO t 
为 
166424641249-—31, 
ARIY.. 
XA 
wv(BD) -w(AC) Cw(AD) e w(BC) 
AOBDUEASRER DOAF EBD (ORBI 3.17 PRA, "IU COS 
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9+10+6+2+6+8=41 

与 第 一 次 近似 值 62 相 比 较 ,现在 的 结果 已 有 很 大 改进 

可 以 给 出 旅行 推销 员 问 题 的 解 的 下 界 的 一 个 估计 式 ， 任 远 加 
REAR K, 的 一 个 顶点 2, 用 克拉 斯 科 算 法 求 出 了 ,一 2 的 最 优 
BT. 设 C 是 最 优 的 ( 即 权 最 小 的 ) 汉 密 尔 顿 圈 , 显 然 C 一 " 也 是 
K,—v 的 一 个 支撑 树 ,因此 

t(T)<u(C—>) 
设 边 e fuil b 是 开 。 与 > 关联 的 各 条 边 之 中 权 最 小 和 权 次 小 的 两 
条 边 ,显然 有 
wT)+ w(a) + w(G)sw(C) 

上 式 给 出 w(C) 的 下 界 的 一 个 估计 式 ; 以 图 3.16 中 的 K, 为 例 , 这 
BP K,— B 的 图 形 为 图 3.18。 


图 3.17 图 3.18 


用 克拉 斯 科 算 法 求 出 它 的 最 优 树 对， 在 图 3,18 中 用 粗 边 画 

HT 
w(T) -26 
BTR B ERI 44835 2 h BUR hui h 边 29D BE n 
BF ,因此 最 优 汉 密 尔 顿 圈 C 满足 
39=26+6+7 
=w(P)wl(BE)+w(BF)}Sw(0) S41 
BILETE Si DCAFEBD 是 一 个 很 krik aaa, 
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3.5.1 WEHL FIERE IDEE G Bbk DERE T”, 

《D Gf — BERI BER e, lC 8k 

(2) H GrG {eser tt HD TE G, 的 一 切 非 制 边 中 选 ee 
LIC 3l 

(3) SPROKIE FE ERR k, 

3.5.2 证 明 下 述 算 此 给 出 连 遂 图 G POL BET, 

CD. 任 选 顶点 s dE 55 x, RERE PE moms Cn Jeh 

(2) 如 果 已 选 定 顶点 nxorem ,并 且 关 于 每 个 顶点 a OLERE 
XOETGEH zx GC) BHE--UPEROS scie r d moe rn 
REFERRE zara HERB (im NS 

[OREEZ OL Miro pap 

3.5.8. 分 别 用 克拉 斯 科 算 法 以 及 习题 3,5、 
1 和 3.5.2 中 的 算法 求 丘 权力 G (图 3.19) 的 最 
p AB. 

3.5.4 ”加 果 图 忆 的 任何 两 条 边 的 权 者 不同 
EEG übt IE. 

8.5.5 ”证明 图 G 的 任何 一 个 景 优 树 痢 可 由 
图 3.19 0 ”克拉 斯 科 算 法 以 及 习 霜 3.5.1 和 3.5.2 中 的 算法 


Aa. 

3.5.6 Xie uba AKII Ri HOR E 通 图 Gg 中 权 最 大 的 
ERRESA. AB 3.16 中 的 图 为 实例 给 以 说 明 . 

3.5.7. 设 妇 是 一 个 赋 权 图 ， 以 克拉 斯 科 算 法 为 基础 给 出 求 中 权 最 小 
fono s, 

3.5.8 WEGE — P EOGESEIURCEECRER EEE). 设计 一 个 算 
车 来 求 G 的 连通 支撑 子 图 万 ,使 得 

O) £EcEGD, 

《2) 在 (1) 的 前 提 下 要 求 (H) 尽 可 能 地 小 。 

3.5.9 在 与 图 3.16 对 应 的 放行 推销 只 问题 中 ,如 果 分 MARAC 
卫生 将 相应 得 到 旅行 推销 只 问题 的 解 的 取 什么 值 的 下 界 估 计 ? 
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第 四 章 ou 图 


4.1 平 图 


在 第 一 章 里 给 出 的 图 的 
抽象 定义 并 不 涉及 图 形 。 但 
是 显而易见 ， 抽 象 定义 的 图 
与 由 点 和 线 画 出 的 图 形 之 间 
有 着 紧密 的 联系 ， 因 此 ， 研 
究 与 某 些 特殊 的 图 形 有 关 的 
性 质 ,自然 会 成 为 图 论 的 内 
容 之 一 ， 这 一 节 的 目的 就 是 
研究 按 某 种 特殊 要 求 画 在 平 
面 上 的 图 , 即 平 图 . mai 

设 平面 上 给 定 有 限 个 点 以 及 以 这 些 点 为 端点 的 有 限 条 连续 时 
线 ,假定 每 一 条 曲线 最 多 只 在 它 的 两 个 端点 处 自身 相交 , 面 任意 两 
条 曲线 最 多 也 只 在 它们 的 端点 处 相交 ,那么 由 这 些 点 与 曲线 构成 
章平 面 图 形 叫 做 平 图 。 

如 果 把 点 看 成 顶点 ,曲线 看 成 边 ,那么 平 图 就 是 一 个 图 ， 例 如 
图 4,1 中 夯 出 的 就 是 一 个 平 图 , 它 的 顶点 集 V (9) (6 os taste? 
bb) EDU E 盏 (G) 一 {elyezyesyetyesyetyeryeoyesj。 

去 掉 平 图 G 的 顶点 和 边 以 后 平面 被 分 成 若干 区 域 ， 同 一 个 区 
域 由 的 任意 两 点 ,总 可 以 用 不 经 过 G 的 边 和 顶 点 的 一 条 连续 曲线 
志 接 它们 ;而 不 在 同一 区 域 中 的 任意 两 点 ,不 管用 韦 续 曲线 怎样 连 
按 它 们 ,曲线 总 楼 经 过 G 的 边 或 者 顶点 ， 每 一 个 区 域 的 边界 都 是 
由 平 图 @ 的 顶点 和 边 组 成 的 。 一 个 区 域 再 添加 上 它 的 边界 就 构成 


. Jie 


了 这 个 平 图 的 一 个 面 ， 例如 图 4.1 中 的 平 图 有 五 个 面 fosforo 
Fafe. RPR fs 的 边界 是 由 4 个 顶点 a bs,ts bé 以 及 5 
条 边 e:,es,es.e1,es 组 成 的 ， 如果。 是 平 图 G 的 割 边 , 则 。 FUR 
于 G 的 一 个 面 ,否则 e 总 属于 G 的 两 个 面 ， 任 意 一 个 平 图 G 都 有 
唯一 的 面 是 无 界 的 ,这 个 面 叫做 平 图 G Ro PRI, 例 如 图 4.1 中 
的 平 图 的 外 部 面 是 f, 

以 后 约定 用 FORE 平 图 G 的 面 集 , 简 记 为 Ff, ó(G)= 
[F(C ARFA G HER, REA ó. 

—A i f RAR 叫做 了 的 度 , 记 为 2( 了 )， 特 别 约定 ， 
如 果 荐 边 e 属于 平 图 的 面 了 ,那么 在 计算 @( 力 时 。 要 计算 两 次 。 
例如 图 4.1 中 的 ei 和 es 都 是 割 边 ,因此 在 计算 f, 的 度 时 它们 都 
SAMK, 8k d(fi)=8, 又 如 面 fi 的 边 中 es 也 是 割 边 ,所 以 
ad(fs)=6， 作 这 样 的 约定 以 后 ,就 可 以 di f ie d CP) 
解 为 从 了 的 边界 上 某 个 顶点 开 始 , 按 任意 选 定 的 一 个 方向 沿 着 
的 边界 围绕 一 局 所 经 过 的 边 数 。 例 如 图 4.1 中 fi 的 边 界 就 是 封 
六 曲线 REIP 其 中 制 边 61、es 都 出 现 
了 两 次 ， 按 照 上 面 的 约定 ,我 们 还 可 以 获得 类 似 于 握手 引 理 (定理 
I.1) 的 下 列 定理 。 

定理 4.1 如果 G 是 平 图 , 则 

X) 4(f)=2e(G) (4.1) 


perc 


证 ”为 了 证 明 这 个 等 式 ,只 需 注意 等 式 的 Ze 端 表 示 台 的 各 个 
面 的 度 的 总 和 , 面 在 其 计数 的 过 程 中 , G 的 每 一 条 割 边 虽然 只 属于 
一 个 面 ,但 在 计算 这 个 面 的 度 时 ,这 条 割 边 要 计 ARK E G UAE 
割 边 恰 属于 两 个 面 ,在 计算 这 两 个 面 的 度 时 这 条 边 分 别 各 计算 一 
次 。 因 此 在 计算 各 个 面 的 度 的 总 和 时 , G 的 每 一 条 边 都 恰好 计算 
两 次 , 故 等 式 成 立 ， 口 

与 推论 1.2 的 道理 一 样 ,立即 得 出 
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推论 4.2. 在 任何 平 图 中 330565 4 83088. 
下 面 是 关于 平 图 的 一 个 重要 公式 , 即 所 谓 欧 拉 公式 。 
定理 4.3 如 果 G 是 连通 平 图 , 则 
»(G)—e(G) - ó(G) 22 (4.2) 
证 FG 65158 4 进行 归纳 。4=1 时 G 中 无 围 , 又 G 是 连通 
的 ,因此 G 是 树 ,由 定理 3.1 知 一 ?一 1, 公 式 显 然 成 立 。 
设 G 是 面 数 gz>2 的 任 一 连通 平 图 , 且 对 于 面 数 小 于 的 连通 
平 图 ,(4.2) 已 获 证 ， 显 然 G 至 少 有 一 条 非 割 边 e， 因 此 G 一 e 仍 是 
ERFA, HE (0 —e) - 6(0) —1 REAR V: r 
v(G—e)—&(G—e)-- d(G—e)-2 
Tidi v(G—e)—»(G), e(G—e)-2(G) —1, AMARA 
»(8)—«(G) - 6(G) ^2[] 
推论 4.4 ”如 果 平 图 G 有 个 连通 分 支 , 则 
v—stó-—ocl (4.3) 
证 Xx GET ADORA G JR KKRAR, -1,2,:--,2, 
根 加 后 得 到 


Yt -Lela 32406) 220 


Wika Y1v(G) —»(G), Y1e(G)2(3), MEHREN G, 
[LH inl 


的 面 时 都 用 过 一 次 无 界面 ， BEY: 4(0)-4(0) + ol 由 以 
上 各 等 式 立刻 得 出 (4.3)。 口 


y m 


4.1 对 下 列 各 平 图 验证 欧 拉 公 式 ， 
D EW 
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A. DÀ A 


图 4.2 


(2) ARRA, HHR On SL RRE-- CHEHRE 4.2); 

(3) TEE IE AUEECRIRIAG, DAMA (70,1, ** m, j—0,1, es, 
多。 以 平行 于 华 标 轴 的 线段 为 边 ， 由 mx n 个 单位 正方 形 BERUS mx n edy 
X. 

4.1.2. 0) Afr deo RU ME EE, 034 DUX 的 度 大 于 其 余 顶 点 
Lir 

《2) 是 否 存 在 这 样 的 简单 平 图 ， 它 的 基 个 面 的 He X TE A ERRE 
和 ? 

(3》 试 对 简单 平 图 加 以 适当 的 条 件 ， 使 得 它 任 意 一 个 面 的 度 不 超过 其 
余 面 的 度 的 和 。 

4.1.3 WEUDXCTfEX f (f2:2) Sd duod, RE, 


Yom, 都 存在 简单 平 图 @， 使 8 有 了 个 面 ， 这 了 个 面 的 度 分 别 为 


dsr ss, 
《提示 ， 可 党 对 d ,<4 讨论 ， 共 注意 到 由 某 个 面 上 的 一 个 项 志 在 这 个 面 
内 引 一 条 长 为 的 路 ， 识 可 以 把 这 个 面 的 谋 增 加 2 k. ) 
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4.2 ”图 的 嵌 人 及 平面 图 


给 出 了 平 图 的 定义 之 后 ， 自 然 会 提出 下 面 的 问题 ， 基 否 任 一 
个 图 G 都 与 某 一 个 平 图 同 构 ? 也 就 是 说 ， 能 否 把 任 一 个 图 G 的 顶 
点 用 平面 上 的 点 表示 ， 边 用 过 续 曲线 表示 ， 使 所 得 到 的 平面 图 形 
是 一 个 平 图 ? 如 果 不 能 ， 那 么 能 否 给 出 一 个 方法 来 判断 什么 样 的 
图 存在 某 一 个 平 图 与 它 同 构 ? 此 外 ， 与 某 个 平 图 同 构 的 图 具有 一 
些 什么 样 的 性 质 ? 以 上 的 这 些 问题 ， 既 是 本 节 讨 论 的 主要 问题， 
也 是 本 章 的 中 心 问题 。 

为 了 把 问题 弄 得 更 清 想 ， 先 引信 图 的 联 人 的 概念 ， 设 给 定 了 
一 个 曲面 S( 或 三 维 室 间 R')， 与 平面 上 的 情况 类 似 , 在 S 上 ( 
中 ) 取 定 有 限 个 点 以 及 有 限 条 以 上 述 点 为 端点 的 连续 曲线 ,除了 议 
点 可 以 作为 公共 点 外 ， 这 些 曲 线 不 允许 再 有 其 它 的 交点 ， 那 么 ， 
以 上 述 的 点 为 项 点， 连续 曲线 为 边 就 得 到 一 个 图 GG AUR S E 
(BB! 中) 存在 如 上 的 图 G 与 给 定 的 图 G 同 构 , 则 称 图 @ 可 以 嵌 人 
H SCR), 3ERR G EG E S ECRP rS CA 特别 当 图 
尼 育 冰柜 人 平面 ( 即 在 在 平 图 人 与 G 同 构 )， 则 称 G 为 平面 图 ,各 
则 做 G 的 一 个 平面 区 入 。 关 于 图 的 媒人 问 题 首先 有 下 面 的 结果 ， 

定理 4.5 任何 图 G 都 可 以 嵌 人 三维 空 间 R°, 

证 ”为 了 证 明 这 个 定理 ,只 需 确 实 构造 出 图 9 在 R° 中 的 一 
个 代入， 首先 在 R 中 取 一 条 直线 1, 习 取 e(G) 个 半 平 面 与 G 的 
各 条 边 一 一 对 应 ;这些 半 平 面 都 以 直线 ? 为 界 而 不 互相 重合 ， 然 
后 在 ! 上 取 ?(G) 个 点 与 G 的 顶点 一 一 对 应 , Ra RAMA 
上 的 环 @ 就 在 与 el 对 应 的 半 平 面 中 国 一 个 圆 与 了 相 切 于 名 的 对 
应 点 ; 如 果 e= uv 是 G 的 一 条 连 杆 , 则 在 ex ERE Ho PECES EB 
一 个 半 回 ， 使 它 的 两 个 端点 分 别 是 直线 1 上 与 .。 对 应 的 两 个 
A 显然， 这样 得 到 的 图 形 是 G 在 R° 中 的 一 个 借入 ， 口 

是 不 是 繁 一 个 图 也 都 可 以 做 入 平面 呢 ? 远 非 如 此 ， 虽 然 存在 
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ES QUU PEDI DES E EST Nun 
4.3 RÜSSEBHIRIAG, (BE dU EE EEDIRAECE KE, DAD K, 就 
不 是 平面 图 。 下 面 说 明 KS 不 能 嵌入 平 H., KE 5 Ks E 
构 的 平 图 的 顶点 集 的 二 分 划 为 (X,Y 了 )， X={w1,z2,x3}，Y 了 二 {y1， 
Yn X. HUT yi ys 与 每 个 ;都 相 邻 , i=1,2,3, 因此 由 y; 到 
$2 有 三 条 分 别 经 过 rotor: 的 路 ,这 三 条 路 把 平面 分 成 三 个 区 域 
D.D: D (MII 4.4), ys 一 定 属于 这 三 个 区 域 的 某 一 个 ， 若 ya 


图 4.3 


EER Ds 内 , 则 边 zays 必须 穿 过 图 z yz yz y. 在 Di A, 
边 xy. ARAR ryty 这 些 都 与 平 图 的 定义 矛盾 。 ys 
在 D. 内 也 同样 会 导致 矛盾 ，。 因 此 不 存在 与 Kos 同 构 的 平 图 ， 即 
Ky 不 是 平面 图 。 

只 要 找到 一 个 非 平面 图 ,显然 就 可 以 找到 无 穷 多 个 非 平面 图 . 
Blin, K: 既是 非 平 面 图 ， 那 么 凡是 以 Kus 为 子 图 的 图 都 是 非 
平面 图 ， 此 外 ， 还 可 以 利用 下 击 的 两 个 概念 发 现 许多 平面 图 或 非 
FHE. 

图 G 中 收缩 连 杆 。 所 得 到 的 图 Ge RAGA MO 
过 一 系列 的 收缩 所 得 到 的 图 称 为 G 的 缩 并 例如 图 4.5 中 ,G1 是 
HGK E e, 得 到 的 ,G1 一 Ge1。Gs 是 由 Gi 收缩 连 杆 es 得 
WU, G,—G..e,, Gi 和 G, 都 是 图 G 的 缩 并 。 
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: 5 £ * y 
g GOimG- ` Gt 
图 4.5 


如 果 一 个 图 是 平面 图 ,显然 它 的 缩 并 也 必 是 平面 图 :因此 一 个 
图 的 缩 并 车 不 是 平 而 图 ,那么 原来 的 图 肯定 也 不 是 平面 图 。 

设 we ER G 的 一 条 边 , 如 果 在 边 we 上 添加 一 个 顶点 u, 并 
TE uo 变 成 两 条 边 tw I ow, 而 G 的 其 余 的 点 和 边 保 持 不 变 , I 
ARTER URHE G 的 边 we BE. ROSE G 进行 一 系列 齐 
分 (不 一 定 都 对 同一 条 边 ), 则 最 后 得 到 的 图 中 做 G BAZA. $ 
G.S G, 同 为 一 个 图 G ñ 812y l, NUUS G, 和 G, BE. 容易 看 
出 ,一 个 图 与 它 的 市 分 图 或 者 都 是 平面 图 ,或 者 都 不 是 平面 图 . ut 
一 步 说 ,两 个 同 止 的 图 之 间 也 有 上 面 的 关系 。 

此 外 , 再 指出 下 面 的 事实 : 判断 一 个 非 简单 图 是 否 为 平面 图 , 
内需 去 掉 它 的 环 , 并 把 重 边 变 成 单 边 ,然后 看 这 样 得 到 的 简单 留 是 
否 为 平面 图 , 即 一 个 蛋 图 与 它 的 底 图 同 为 平面 图 或 非 平面 图 。 

下 面 给 出 一 个 以 后 要 用 到 的 定理 ， 

定理 4.6 图 @ 可 以 嵌入 球面 3 的 充 要 条 件 是 G 为 平面 图 。 

证 令 z'z 是 球面 3 的 一 条 直径 ， WEE P URIN T z. 
那么 对 于 8 上 的 任 一 点 sssz, 直 线 zz fs P 相交 于 一 点 43 反 
之 ,对 于 任 一 点 y'e P ,直线 zy’ 必 与 球面 有 一 交 虚 yssz。 用 这 种 
方法 建立 了 点 集 3 一 12} 与 点 集 己 间 的 一 一 对 应 。 平 面 已 上 的 一 
段 连续 曲线 对 应 到 S 上 仍 为 一 段 连 续 曲 线 ! 反之 , 5 上 的 一 段 不 
经 过 的 连续 曲线 对 应 到 P .上 也 是 一 段 连 续 曲 线 。 这样 ,如 果 图 
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GE P EAE — 3 BA RAAR G 在 8 EISCUTPRRIEERRA 
反之 ,如果 G 在 8 LEARRA G^ Br, RIO «ue G” 的 
顶点 和 边 之 外 ,也 就 能 得 到 G 在 卫 上 的 一 个 平面 嵌入 . 品 

对 于 其 它 的 曲面 8, 图 G 可 媒人 平面 与 可 其 入 S 就 未 必 有 这 
种 等 价 关系 了 ， 例 如 前 面 已 经 证 明了 Ks 不 能 幅 入 平面 ,但 是 它 
ATURANE. M 4.7 给 出 了 Kas 在 环 而 上 的 一 个 嵌入 。 

环 画 实际 上 可 由 安 了 一 个 把 柄 的 球面 (如 图 4.8(4)) 经 过 连续 
变形 而 得 到 。 这 就 是 说 , 有 些 图 (例如 天,。) 不 能 供 和 人 球面, 却 能 
代 入 一 个 安 了 一 个 把 柄 的 球面 。 不 过 还 是 有 许多 图 对 于 安 有 一 个 
把 柄 的 球面 仍然 不 能 嵌入 。 可 以 证 明 , 天 。 就 不 能 伦 人 安 有 一 个 把 
三 的 球面 , 却 可 以 代入 带 有 两 个 把 枉 的 球面 (如 图 4.3(5))， 

不 难说 明 任意 一 个 图 都 可 以 磋 入 带 有 若 二 把 梢 的 球面 上 因 


四 e 
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为 任意 一 个 给 定 的 图 总 可 以 按 下 列 要 求 夯 在 球面 上 ， 使 得 除 端 虑 
JUR dct CEPI E ERO GRUT I AR. HE 
FOLE LEER. EIS — A HER UR BM huk ER M 
上 ,使 原来 相交 的 两 条 边 呈 立体 交叉 。 当 关于 每 一 对 相 交 的 边 都 
进行 这 样 的 改造 之 后 ,就 把 给 定 的 图 谋 入 到 带 若 干 把 柄 的 球面 上 。 
以 上 的 论证 实际 上 给 出 了 任意 一 个 图 都 可 以 RATEN p: 的 
又 一 证 明 ， 有 趣 的 是 , PARCM.Fréche HE 1967 年 证 明 
了 对 于 每 个 曲面 S, 总 存在 不 能 嵌入 SHA. 这样 一 来 , 对 所 有 
药 图 可 以 作出 如 下 的 分 类 。 MRDA ARA EET 
的 球面 ,而 不 能 鞭 入 带 有 m — 1 个 把 柄 的 球面, 就 把 这 个 图 纳入 类 
Cn， 此 外 .全 体 平面 图 记 为 cu。 我 们 称 属于 类 Cn MR Si 
是 m, BHBULEDUIDIE, 这 是 对 图 的 一 种 无 限 分 类 , 而 且 对 于 你 
个 非 负 整数 ma,C。 WER. RRE, BRESCIA SER, 
存在 不 能 点 入 带 有 m— 1 个 把 柄 的 球面 的 边 数 最 少 的 图 Gu, 又 车 
e 是 G6 的 一 条 边 ,Go 一 e 能 说 入 带 m— 1 个 把 柄 的 球面 ,由 于 添加 
一 条 过 到 多 需 潍 一 个 把 柄 , 于 是 G, 一 定 可 以 嵌入 到 带 m 个 把 本 
的 球面 上 . 

关于 图 的 一 般 嵌入 问题 就 讲 到 这 里 ， 现 在 加 到 平面 嵌入 这 一 
中 心 问题 . 普 先 ,一 个 给 定 的 图 的 平面 嵌 人 不 一 定 叭 一 例如 ,图 
4.9 的 (a),(5) 就 是 同一 个 图 的 不 同 的 平面 嵌入 ,这 里 所 说 的 平面 
BATE, 是 指 作为 平 图 而 言 其 “结构 "不 同 。 因为 平 图 不 仅 具 有 
顶点 和 过 ,而 且 还 有 面 的 概念 ,因此 两 个 平 图 从 平 图 的 角度 具有 相 
同 的 “结构 "是 指 ， 一 方面 作为 抽象 的 图 ,它们 同 构 ; 另 一 方面 还 要 
求 它 们 的 面 之 问 有 这 样 的 一 一 对 应 关系 ， 使 得 对 应 面 的 边界 上 的 
顶点 必需 按 相 邻 顺序 一 一 对 应 。 按 照 这 个 要 求 , 图 4.9 (2) (O) 
两 个 图 显然 “结构 "不 同 , 这 是 因为 (4) 有 一 个 面 的 BEN 5, TO) 
却 不 存在 永 为 5 的 面 。 尽 管 如 此 ,我 们 却 有 如 下 的 定理 。 

定理 4.7 给 定 角 平面 少 欧 任意 一 个 平面 左 入 JUS ERI TE 
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证 因 给 定 平面 图 的 顶点 教 . 边 数 和 连通 分 支 数 都 是 固定 的 ， 
根据 公式 (4.3), 它 的 任 一 平面 谋 人 的 面 数 % 一 e 一 > 二 wo 二 1， 故 为 
定 值 . Ú 

定 还 4.8 设 G 是 一 个 简单 平面 图 ,»(G) 滨 3, 则 

e(G)«3»(G) —6 (4.4) 

证 BS GURVERSSE DINE ACHEBE H ARKTA, WRA 
在 9 是 简单 平 图 的 情形 证 明 (4.4)， 因 为 对 于 G 不 连通 的 情形 ， 
只 要 在 它 的 过 遵 分 支 之 间 适 当 连 接 一 些 边 , 就 得 到 简单 连通 平 图 
G'. lir Pe(7) «(G),v(G7) -»(G), WEI G^ 证 明了 (4.4)， 
则 (4.4) 关 于 G 也 一 定 成 立 ， 故 不 妨 假定 G 连通 . 

因为 G MRENE "(G)>3, 不 难看 出 对 于 G 的 任 总 一 个 面 
fH EQ): Nj 


Y dQ»sé(0) 
但 从 定理 (4.1) 有 
3 d(f)=2e(6). 


所 以 2e(G)2236(G) (4.5) 
ILE 


Bi G 是 连通 平 图 ,把 (4.5) 代 入 欧 拉 公式 (4.2) 可 得 
v0)—e(G) + Ee(0)>2 
由 此 推出 
e(G)«2»(G)—8] 
定理 4.9 车 G 是 简单 平面 图 , 则 
é(G)«5 (4.6) 

证 M»(G)EIBG.uAMURG.. 25 y(G)> 8 kh, 利用 

操 手 引 理 及 (4.4》 有 


$(G):»(G)« F d(v)—2e(G) «6»(G) -12 
"m 


由 此 立即 得 到 (0) «5. D 

图 9 中 最 短 图 的 长 称 为 G 的 围 长 如果 G 没 有 轿 , 则 定义 G 的 
MKASA. TUMEKA SE FANAI. 

A8 4.10 若 G 是 含有 图 的 和 违 通 平面 国 , 且 其 图 长 a, 则 

e(G)<g((G) 一 2)1(8 一 2 an 

Ë BUT—ÁCEBUE JC ACE A HS ORC. VE 
和 图 长 对 应 相等 ,因此 下 妨 设 G 3018003838 FE, AX G fede 
+B f 38534 a TE 


2e(G)= Y) d(f)»ég 
reri 
E 
á< 29) (4.8) 
把 (4,.8) 代 入 欧 拉 公式 (4.2) 得 


»(6)—«(8) 4 249) >2 


所 以 
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e(G)go(0)-2)/(g—2) D 

例 1 REND K: KEFKA. 

WE AUT K; 0-5, 6—10, 不 满足 (4.4)， 因 此 K; 不 是 平 
ii. 

申 例 工 可 以 看 出 ， 利 用 关于 平面 图 的 不 等 式 来 证 明 某 些 图 的 
非 平面 性 是 相当 方便 的 。 以 前 已 经 证 明 过 K;,s 不 是 平面 图 ,现在 
用 关于 平面 图 的 不 等 式 再 一 次 证 明 这 个 结论 ， 对 于 ELI e=, 
v6, S88 RUDER FE. 可 是 g(Ka,s)=4, g(v—2)/ 
(g—2)= 8 这 与 不 等 式 (4.7) 了 矛盾 ， 因 此 K,,: 不 是 平面 图 . 

为 什么 利用 定理 4.8 不 能 证 明 的 结论 ,用 定理 4.10 却 可 以 证 
明 呢 ? 试 比较 一 下 这 两 个 定理 ， 设 图 G 满足 定理 4.10 的 条 件 . 
当 G 无 园 时 ,G 是 林 , 定 理 4.8 的 结论 显然 成 立 : 当 G AM, Ple 
23,g/(8—2)«8, lk g(v—2)/(g —2) K3v—6. 这 说 明定 理 
4.10 中 给 出 的 e 的 上 界 不 超过 定理 4.8 中 的 上 界 , 所 以 在 一 般 情 
说 下 ,定理 4.10 比 定理 4.8 强 . 

尽管 定理 4.10 通常 强 于 定理 4,8, 但 是 把 它 当 作 判 断 一 个 图 
是 砍 为 平面 图 的 准则 还 是 不 行 的 .例如 图 4.10 是 在 天 :的 一 条 
i ER 加 了 2 个 点 , 这 个 图 的 边 数 。=11, 顶点 数 »= 8 , 围 长 
E —A WIE eg (v —2)/(g —2) ,但 它 并 不 是 平面 图 。 KEE, 
使 用 边 数 、 项 点 数 , 围 长 之 间 的 不 等 式 关系 无 法 判定 一 个 图 是 否 为 
平面 图 .例如 图 4.10 和 图 4.11 里 的 两 个 图 具有 间 样 的 边 数 ,顶点 
数 和 围 长 ,但 它们 却 一 个 是 平面 图 ,而 另 一 个 不 是 平面 图 。 

那么 ,究竟 怎样 给 出 一 个 平面 图 的 判断 准则 呢 ? 1930 年 波兰 
数学 家 岸 拉 托 夫 斯 基 (C.Kuratowski) 从 图 的 本 身 结构 考虑 , 给 出 
了 一 个 图 是 平面 图 的 充分 必要 条 件 . 

定理 4.11( 岸 拉 托 夫 斯 基 定理 ) 一 个 图 为 平面 图 的 完 分 必 
要 条 件 是 它 不 包含 Ks RK BIA II. 

由 于 ERI K 都 不 是 平面 图 , ARENG HS 图 也 不 是 平 


* 105» 


Ll (Ç 


图 4.10 Bau 


面 图 ， 又 因 以 非 平面 图 为 子 图 的 图 一 
定 不 是 平面 图 ,所 以 这 个 定理 中 条 件 
的 必要 性 是 极为 明显 的 .但 是 充分 性 
的 证 明 相 当 揽 杂 . 尽管 一 些 数学 家 对 
不 来 的 证 明 作 了 改进 , 写 出 来 仍 很 点 
篇 幅 , 因 此 就 不 在 这 里 叙 述 了 . 对 证 
明 感 兴趣 的 读者 可 参看 邦 迪 和 默 蒂 的 
“图 论 及 其 应 用 >, 或 是 哈 拉 里 的 < 图 
ie». 

此 外 ,1937 年 瓦格纳 (K.Wagner) 给 出 了 平面 图 的 另 一 判断 
ew. 

定理 4.12( 瓦 格 纳 定理 ) 一 个 图 为 平面 图 的 充分 EAE 
是 它 不 含有 可 缩 并 到 Ks MK 的 子 图 。 

侈 如 用 瓦格纳 定理 很 容易 判断 图 4.12 中 的 第 得 森 图 不 是 平 
TE. RRE, 只 要 对 边 wvi(i 一 1,2,3,4,5) 进 行 收缩 , 它 就 缩 并 
到 Ke, 因此 彼得 森 图 不 是 平面 图 。 

图 4.13(a) 称 为 希 伍 德 (Heawood) 图 ， 如 果 用 岩 拉 托 夫 斯 基 
定理 判断 它 的 平面 性 ,只 需 把 边 uiua sta usus uru RR UT 
的 图 如 图 4.12(5), 它 是 五 :,: 的 剖 分 图 ,所 以 希 伍 管 图 不 是 平面 图 . 
如 果 用 瓦格纳 定理 去 判断 , 需 经 过 数 次 收缩 , 景 后 可 以 缩 并 为 Kss 
过 程 就 要 麻烦 一 些 。 
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图 4.13 


库 近 托 夫 斯 基 定 理 与 殉 格 纳 定理 尽管 在 理论 上 十 分 完美 , 但 
是 要 用 它们 来 检验 一 个 图 是 否 为 平面 图 仍然 十 分 困难 尤其 是 图 
的 阶 很 大 时 , 就 十 分 需要 有 一 种 算法 来 检验 图 的 平面 性 。 关于 这 
方面 .加拿大 数学 家 塔 特 (W.T.Tutte) 和 我 国教 学 家 吴 文俊 都 给 出 
过 图 的 平面 性 算法 ， 在 邦 迪 和 软 蒂 的 < 图 论 及 其 应 用 ?一 书 中 ， 世 
介绍 了 一 种 图 的 平面 性 算法 ， 读 者 可 以 参考 ， 

K, M Kn 的 剖 分 图 经 缩 并 后 得 到 K, EE AI 
夫 斯 基 定理 可 以 粗略 表述 为 ， 图 之 所 以 不 能 伏 和 人 平面， 原因 在 于 
其 中 出 现 了 K, 入 ;,s, 也 就 是 说 , 使 得 图 不 为 平面 图 的 实质 性 降 
Wm FB BD K, 和 Kss SEA g2>0 个 把 柄 的 球面 同 胚 的 曲 
面 称 为 亏 格 为 如 的 曲面 ， 球 面 和 平面 是 亏 格 为 零 的 曲面 ， 环 面 是 
总 格 为 1 的 曲面 前边 已 经 叙述 过 弗 内 区 和 奖 授 的 结果 ， 对 任何 
整数 >o, 都 有 不 能 代 入 到 气 格 为 8 的 曲面 上 的 图 ， 很 自然 会 提 
UE, EMER 8 之 0, 是 否 关于 亏 格 为 & 的 曲面 也 存在 岸 拉 
托 夫 斯 基 型 的 定理 ? 也 就 是 说 ， 图 之 所 以 不 能 嵌入 亏 格 为 8 的 曲 
面 的 实质 性 障碍 是 否 也 只 有 有 限 多 个 ?《g=0 的 情形 只 有 两 个 障 
RRI K; $ ES. ) 

BAHN. Robertson) 和 塞 姆 尔 (P、Seymour) 已 在 最 近 肯 
定 地 回答 了 这 两 个 问题 ， 以 下 简略 地 介绍 他 们 两 人 的 结果 ， 首 先 
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引信 图 的 亚 图 (Minor) 的 概念 ， 考 感 如 下 的 两 种 类 型 的 关于 图 的 
运算 ， 

(a ) 用 图 的 一 个 子 图 来 代 炮 图 自身 ; 

(b) 缩 并 图 中 的 一 条 过 丁 . 

如 果 由 图 G 通 过 有 限 多 次 属于 上 述 两 种 类 型 的 运算 MANEN, 
则 称 互 为 G 的 亚 图 ， 利 用 亚 图 的 概念 ， 显 然 可 以 把 库 拉 托 夫 斯 基 
定理 4.11 重新 叙述 为 ， 图 可 以 嵌入 平 面 (或 球面 ) 的 充分 必要 条 
件 是 它 不 以 Ks R Kin HEM, 

定理 4.12(Robertson, Seymour) 对 任何 给 定 的 整数 g> 
0,， 都 存在 由 有 限 个 图 构成 的 集合 =s (g). 图 GS A SS 
3825 g 的 曲面 的 充分 必要 条 件 是 G 不 以 乡 中 的 任何 一 个 图 为 其 
rA. 

库 拉 托 夫 斯 基 定理 是 定理 4.12 当 g=0 的 特殊 情形 ， 这 时 
s (0H Ko K,,, 构成 ， 

普遍 认为 罗 、 窄 二 人 得 到 的 结果 是 近年 来 图 论 中 最 重要 、 最 深 
刻 的 结果 之 一 ， 定 理 4.12 只 是 他 们 的 主要 结果 之 一 的 一 个 推论 ， 
他 们 的 结果 远 比 定理 4.12 深刻 得 多 。 罗 、 塞 二 人 的 最 重要 的 结果 
是 证 明了 瓦格纳 (K.Wagner) 猜 测 ， 任何 由 无 限 多 个 图 构成 的 图 
集中 一 定 存在 两 个 图 ， 使 得 其 中 的 一 个 图 是 另 一 个 图 的 亚 图 。 

设 乡 表示 由 有 限 个 图 构成 的 集合 。 考虑 不 以 乡 中 的 任何 一 
个 图 为 亚 图 的 一 切 图 的 集合 A。 显然 . 么 中 的 任何 一 个 图 的 亚 
图 也 是 -4 中 的 图 ,这 样 的 集合 A 称 为 亚 图 封 闲 的。 罗 , 塞 二 人 得 
到 的 另 一 个 重要 结论 是 证 明了 有 反 过 来 的 结果 也 成 立 ， 设 . 是 一 
个 亚 图 封闭 的 图 集合 , 则 存在 由 有 限 个 图 构成 的 集合 经 , ERR n 
恰 是 不 以 丝 中 的 任何 一 个 图 为 其 亚 图 的 一 切 图 构成 的 集合 。 考 
虑 可 以 由 人 到 亏 格 为 g 的 曲面 上 的 一 切 图 构成 的 图 集合 -AL， 显 
然 这 个 图 集合 是 亚 图 封闭 的 ， 从 而 存在 由 有 限 个 图 构成 的 图 集合 
& —g (g), B oT BUR, 经 一经 (5) 为 亚 图 的 一 切 图 构成 ,这 
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正好 是 定理 4.12, 

罗 , 塞 二 人 的 结果 预计 将 以 一 系列 共 约 18 篇 论文 的 形式 发 
表 , 总 长 度 近 500 页 迄今 已 正式 刊 出 的 共 5 篇 , 感 兴趣 的 读者 可 
参看 本 章 末 尾 列 出 的 文献 ， 
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4.2.1 证 明 一 个 图 是 平面 图 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 抉 是 平面 图 。 

4,2.2. 车 去 挤 一 个 非 平面 图 的 任意 一 条 边 就 变 成 了 平面 图 ， 则 称 这 个 
非 平面 图 为 极 小 非 平面 图 证明 极 小 非 平面 图 都 是 简单 块 、 

4.2.3. 设 平 图 G 的 阶 是 », 面 数 为 $。 试用 ?的 一 次 式 表 示 出 多 的 尽 可 
能 小 的 上 界 。 

4.2.4 设 图 G, 与 图 G, FEE EA (G0 ola) - 6(8,) —9(8.). 

4.2.5 给 出 一 个 与 Ks 及 K. 均 不 同 胚 的 非 平 面 图 ,给 出 一 个 不 能 编 并 
到 下 ERE 的 非 平面 图 .上面 两 种 图 的 存在 是 否 和 库 拉 托 夫 斯 基 定理 或 
ERE RUF JT 

4.2,6 ”每 个 面 的 度 都 是 3 的 平 图 称 为 平面 三 角 剖 分 于， 证 明 任 何 一 个 
阶 不 小 于 3 的 简单 平 图 都 是 某 一 简单 平面 三 角 剖 分 图 的 支撑 子 图 。 

4.2.7. (1) 平面 三 角 剖 分 图 是 否 一 定 为 简单 图 ? 

(2) milli S K,—e 同 构 的 平面 三 角 剖 分 图 。 

(3) 国 一 个 5 正 册 篇 单 平面 三 角 齐 分 图 。 

4.2.8. 对 于 v> 的 简单 平 图 G, 证 明 下 列 三 个 命题 等 价 * 

D 如是 平面 三 角 前 分 图 ， 

2) e23»—86, 

3) $-2»—4, 

4.2.8. 0) 车 人 是 至 少 有 4 个 顶点 的 简单 平面 图 ， 证 明 G 至少 有 4 个 
顶点 的 度 不 超过 5。 

(2) 对 4 个 不 相交 的 K, 添加 边 ,构造 一 个 16 阶 平 图 , 使 它 只 存 4 个 点 
的 度 不 超过 5 。 

4.2.10 判断 图 4.14 中 各 图 是 否 为 平面 图 ,并 说 明理 由 。 

4.2.13. Mret MEARE BLEIWE K, EFR 
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(e) 
图 4.14 


4.22. 《1) 给 出 一 个 8 阶 简单 图 ,使 得 它 和 它 的 补 图 都 是 平面图 。 

(2 证 明 著 G 是 阶 大 于 10 的 简单 图， M G Ric MEO 不 可 能 都 是 平 
面 图 。( 实 慰 上 ,可 以 证 明 重大 于 8 的 简单 图 就 有 类似 的 结论 .》 

4.1.19. 是否 存 在 每 个 面 都 是 三 角形 的 止 ? 面体? 

4.2.14 车 一 个 连通 简章 图 可 以 诬 和 平面 , 且 使 它 所 有 的 顶点 都 在 园 一 
个 面 上 ， 列 这 个 图 由 做 外 平面 图 

G) 瑟瑟, 是 否 为 外 平面 图 ? 

《2) 有 wv 个 顶点 的 外 平面 图 最 多 有 多 少 条 边 ? 

(3) 外 平面 图 G 的 最 小 度 (9) 一? 

4.2.15. 边 数 景 多 的 外 平面 图 叫 散 最 大 外 平面 图， 试 画 出 所 有 的 了 阶 
最 大 外 平面 图 í í l 

4.2.16. IERS y(G)27 时 ,G 和 G 不 可 能 都 是 外 平面 图 。 

4.2.17. 如 果 图 G 可 以 表 为 思 个 平面 图 的 并 ， 但 不 能 表 为 & 一 1 个 平 曾 
BILE RUFO 0 E REIS k, 13 OCA) =k, 


o 证明 «o». 


* 110 ° 


(gw euni |" | m sivo nt, etii iit on 
9, 10 BER SE Hz. Ce B.T 9,10 外 对 于 任意 v 等 式 均 成 立 .》 

4.2,18 一 个 图 的 又 数 CLG) 是 把 介 丽 在 平面 时 ,类 交 边 最 少 的 对 数 ， 
求生 每 骑 轩 的 又 数 ， 

4.2.19 M So (nsn EET E n ARRARAS), 其 中 任 全 两 
点 之 间距 离 至 少 是 1 证 明 最 多 有 3 n—5 4 405 RERBA 1, 


4.5 JHAR 


设 G 是 一 个 平 图 ， 令 G 的 每 一 个 面 了 都 与 唯一 的 项 点 了 ” 租 
对 应 ， 如 果 忆 的 边 。 同时 属于 面 了 和 8 ， 就 在 了 与 8 的 对 应 顶点 
f* 5 z" 之 间 连 接 一 条 边 e", A e 和 e" 相对 应 ， 制 边 e 只 属于 
唯一 的 面 站 ,这 时 。 对 应 的 边 e* 就 是 了 的 对 应 顶点 f* 上 的 一 个 
m. 这样 就 获 得 了 一 个 图 G*,G* MRANA. 显然 平 图 G 
的 对 偶 图 G* 是 叭 一 确定 的 ,而 且 »(6*)- $(8); e(G*)=a(G). 

ERMER G PERSE G^ 总 是 平面 图 ， 事 实 上 ， 我 们 可 
以 按 以 下 方式 给 出 G° 的 一 个 平 商 内 人 ， 在 @ 的 每 个 面 了 内 部 取 
一 点 久 , 若 面 了 和 8 有 公共 边 ,就 在 了 .8 的 对 应 点 f*"、g" 间 连 
接 一 条 曲线 et ,使 e" 穿 过 。 HS e 只 相交 一 次 ,而 与 4 的 其 它 的 
边 不 相交 ,并 且 与 G" 的 各 条 边 除 
在 公共 的 顶点 外 也 不 相交 ， 这 样 
画 出 的 G* 就 是 一 个 平 图 ，4.15 
中 G 是 细 线 画 的 平 图 ， 用 粕 线 醒 
AFERE GHAR. 

如 果 平 图 全 中 的 两 个 面 有 公 
共 边 , 则 称 这 两 个 面相 邻 ， 设 6” meis 
是 平 图 G 的 对 个 图 ，6* 中 的 项 点 f" 和 e" 相 邻 的 充 要 条 件 为 人 
(BS f". g* 对 应 的 两 个 面积 E 相 邻 ， 对 于 平 图 G 的 任意 两 个 
面 了 、g BRUBAH fofofo WR = farg B f. 5 


sill» 


下 相 邻 ，f 与 了 相 邻 ,…… ,了 -1 与 相 铬 ， 因 此 对 于 平 图 G 的 
对 侦 图 中 的 任意 两 个 顶点 了 *"、g”, 总 有 一 条 路 连接 它们 ， 从 而 得 
到 下 列 定理 ， 

定理 4.13 ”任意 一 个 平 图 G 的 对 个 图 是 连通 图 。 

应 该 注意 的 是 , 平 图 G 的 对 偶 图 仅仅 是 平面 图 ,而 对 平面 图 来 
说 没有 面 的 概念 ,所 以 不 能 笔 绕 地 讲 对 侦 图 的 对 侦 图 但 是 如 果 我 
们 把 平 图 G 的 对 个 图 G" 理 解 为 按照 前 面 所 讲 的 方式 的 平面 嵌入 ， 
那么 就 可 以 定义 9" 的 对 个 图 G"*。 在 这 个 意义 下 可 以 得 到 下 列 结 
5. 

定理 4.14 GU 与 G 同 构 的 充分 必要 条 件 是 GAREN, 

证 “由 定理 4.13 0 G** 是 连 首 图， 因此 条 件 的 必要 性 显然 
iu. 

设 G 是 连通 平 图 。 把 G* MMAR DE mayllay v. 
2t d^, BURG" FR An» — 4, sco, 由 于 G* 和 G 都 是 过 
通 平 图 ,它们 都 满足 欧 拉 公式 , 故 

2 一 2 十 区 "一 2 一 2 十 区 

从 而 可 得 $*—v. 

We" 是 G* I f* 边界 上 的 一 条 边 , 根据 G" Ton ME 
G 的 一 条 边 。 与 。* 相交 ,而 且 。 也 仅 与 9* 的 边 e" 相交, 即 当 e" 
TEML, M 。 的 两 个 端点 必 分 别 在 平 图 9* 这 样 的 两 个 面 里 边 ， 
它们 的 边界 都 包含 e"; 如 果 e* AW e 是 环 ,这 时 只 有 一 个 面 。 
无 论 哪 一 种 情形 f* 内 至 少 含有 G 的 一 个 顶点 ， 又 由 oe*=», 所 以 
G* 的 每 个 面 丛 含 有 G 的 一 个 顶点 . 又 按照 G* 的 对 侦 图 G** 的 作 
法 ,G* 的 每 个 面 也 丛 含 G** 的 一 个 贰 点 ,因此 ,如 果 把 G* 的 同一 
个 面 中 的 G** 的 顶点 和 G 的 顶点 取 成 间 一 个 点 ， 就 自然 地 形成 了 
VF(G) 与 FLG**) 的 一 个 一 一 对 应 ， 又 根据 前 面 对 偶 图 的 构造 方 
jk, 可 知 对 于 G* 的 任 一 条 边 ef，G 与 Gt* 都 各 自从 有 一 条 边 e 
di e** 5 e* 相交 一 次 , 且 e 和 e" 不 能 再 和 G* 中 其 它 的 边 相交 ， 
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所 以 。 和 e*t see NO FE —RE US XX ULE T G sq** 
中 的 项 点 间 有 相同 的 相 邻 关系 ， 因 此 ,Gy*s2G， 口 


3 a 
43.1. BiU FBPERIPREHIRIS, 


图 4.16 

49.2 WEBER SERIE WIRE ACHIRE 6 OS. 

4.3.3 ERRO 5 SEFE Ma HAHAA G+ 是 简章 图 。 

RA 2 IERDEIRISAHNIECS ERAAN F. 

4.3.4 设 G 是 平 图 ,证 明 若 9 是 二 部 图 ， 则 其 对 假 图 9* 是 欧 控 图 ， 且 
性 一 个 平 图 的 对 全 图 是 欧 拉 图 时 , 则 这 个 平 国 是 二 部 图 . 

4.5.5. 证 明史 拉平 图 的 对 个 图 是 二 部 图 ， 若 一 个 连通 平 国 的 对 企图 是 
二 部 图 , 逆 么 这 个 平 图 一 定 是 胸 拉 图 。 

43.6 设 9 是 v4 的 简单 平 曾 三 角 记分 图 ， 则 其 对 个 图 4+ 是 简单 2 
边 过 遂 3 正则 平西 图。 

4.3.7 BORED SADAN r 正则 连通 平 图 , 如果 它 的 对 个 图 G* 
是 弛 正则 的 , 则 (r 一 2)(7* 一 2<4。 检 验 村 拉力 图 请 足 这 种 关系 , RHE 
外 所 有 满足 这 种 关系 的 图。 

4.3.8 敬一 个 平 图 和 它 的 对 个 图 同 构 ， 划 称 此 图 是 自 对 惕 的 。 

(D IHE GEARARD M e=27—2, 

(2D 设 有 项 点 9 R m(m>1) Aen B ets eein, ens ai AUR 
ef" Eb n ABUS, 1m, 连接 路 Pom upu, «jen, IE 
BnRADIIMRESUÉR, WERMARBEAIHAN. 

€). R— Atta mis HRE, 

(4) BIA TRE READS UR AHAB, 
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5.1. 匹配 与 交错 路 


设 G 是 一 个 图 ， 弄 是 召 (G) 揭 一 个 非 空子 集 。 如 果 型 中 的 边 
都 是 偿 杆 量 任意 两 边 不 相 邻 ， 则 称 戏 为 S 的 一 个 号 配 ， 图 5.1 中 
用 禄 线 表示 的 边 的 集合 与 用 波纹 线 表示 的 边 的 集合 ， 各 自 是 所 给 


Biity—^ rosa. 


VOOEGRSS MERI, v 是 G 的 任 一 顶点 ， 著 andit 
PA JU ARTI M o 或 。 为 一 个 于 他 和 点 ,否则 称 允 不 侈 和 
s 或 基 一 个 于 非 物 和 点 。 若 G 中 两 个 不 同 的 下 侈 和 虚 &、 o 与 
到 中 的 同一 条 边 相关 联 , 贡 称 和 ， 在 对 中 是 互相 匹配 的 。 显 然 ， 
每 一 个 以 多 和 点 恰 与 兄 一 个 基 饮 和 点 在 关中 相 罗 配 ， 而 图 中 会 体 
对 饱和 点 的 个 数 是 一 个 个 数 ,好 以 中 的 边 数 的 两 傍 ， 

一 个 图 可 能 有 不 目 一 个 区 配 ， 我 们 称 图 中 边 数 最 多 的 匹配 为 
图 的 最 大 匹配 。 任 何 匹配 到 的 边 数 等 于 图 中 开 侈 和 点 的 个 数 的 一 
半 , 面 下 忽 和 点 的 个 数 不 大 于 图 的 阶 v. I, 最 大 匹配 的 边 数 小 
于 或 等 于 ， 的 二 分 之 一 。 当 匹配 到 的 边 数 等 于 ， 的 -: 分 之 一 ， 即 
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图 5.1 


Pop 484 BUSES MUR RE, RM 称 ML 为 图 的 一 个 完美 到 
配 ， 显 然 ， 完 美 匹配 必 是 最 大 匹配 ， 而 最 大 匹配 不 一 定 是 完美 
配 . 图 5.1 中 所 给 出 的 两 个 匹配 都 不 是 完美 中 配 , 但 不 难看 出 用 波 
纹 线 直 示 和 镶 那 一 个 匹配 是 最 大 还 配 ， 册 于 一 个 匹配 的 任何 非 实 子 
集 也 十 一 个 区 配 ， 在 研究 匹配 时 ， 令 人 感 兴趣 的 是 最 大 匹配 或 完 
美 匹配 . 

报 所 定义 ， 匹 配 中 的 边 不 是 环 ， 且 在 图 的 任 一 组 重 边 中 至 多 
有 一 条 边 属 于 一 个 给 定 的 匹配 ， 因 此 在 关于 匹配 的 许多 问题 中 删 
去 图 中 的 环 与 重 边 ， 即 用 相应 的 底 图 取代 原来 的 图 ， 对 问题 的 结 
果 并 无 影响 。 基 于 送 一 点 ， 在 本 章 中 我 们 假定 所 讨论 的 图 一 律 是 
简单 图 ， 

设 奴 是 G 的 一 个 匹配 。 G 中 前 一 条 开交 错 路 是 指 一 条 从 起 点 
到 终点 所 经 过 的 边 依次 交错 地 属于 E(GNM 与 W 的 路 。 在 研究 
有 关 匹 配 的 问题 时 ， 双 交错 路 的 概念 是 很 有 用 的 ， 下 面 要 介绍 的 
贝尔 热 《C，Berge) 的 一 个 定理 ,就 是 通过 洒 交 错 路 给 出 了 一 个 罗 
配 2 是 最 大 匹配 的 充分 必要 条 件 ， 为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 先 回 
记 一 下 两 个 集合 的 对 称 差 的 概念 (参阅 习题 3.3.13)。 两 个 集合 
妇 4 与 的 对 称 差 记 为 4 入 BB, 其 定义 为 

AAB-(ANB)UGNA) 

换 句 话说 , 4AB HT AATIUT. B huyu B. m + Ë 
于 4 的 元 素 组 成 的 集合 . 

定理 5.1 ULM EE G 的 一 个 匹配 。 形 是 人 的 最 大 匹配 的 充 
分 必要 条 件 是 ，G 中 不 存在 连接 两 个 不 同 的 玫 非 物 和 点 的 到 交错 
路 。 

证 必要 性 设 兴 是 G 的 最 大 匹配 ， 假 设 P 是 一 条 连接 G 中 
两 个 不 同 的 收 非 饱和 点 与 9 的 呀 交错 路 . 令 M'= E(P)AM, 
即 


ii 


M'i=(E(P)|MM)U(MNE(P)) 
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现在 我 们 来 证 明 M 是 一 个 比 开 包含 更 多 的 边 的 匹配 ， 从 而 导致 
FA. 

IT M\E(P)CH, MNE CP) S TEXER AGIS RAD, H-T 
PEREN, DACH AE RURT M 09352 UE 3b 0653 8 (PN. 
Mh Ei ab 84848. Ve E p(P)MI, e CMNEC, E 
然 ,e: 既 不 能 以 w;? ZR ACER u, o 是 对 非 饱 和 点 ), 也 不 能 以 
中 的 收 狗 和 点 为 端点 ( 因 任 何 顶 点 至 多 与 区 配 中 的 一 条 边 相关 
联 ), 从 而 e 与 w 不 相 邻 , 这 就 证 明了 政 ' 中 任何 两 条 边 不 相 邻 ， 
MDM) 是 G 的 一 个 匹配 。 另 一 方面 ，G 中 的 下 饱和 点 都 是 M i 
和 点 , 且 从 有 两 个 形 非 饱和 点 + 和 ?# 古 型“ 饱和 点 .前 已 指出 , 任 一 
匹配 中 藻 过 数 从 等 于 图 中 到 饱和 点 数 的 一 半 - 因 此 ! 开 “| 一 | 到 1 
1; 这 与 以 是 中 的 最 大 匹配 的 假设 相 矛 盾 . 

充分 性 设 G 中 不 存在 连接 两 个 不 同 的 如 非 饮 和 点 的 开交 错 
路 而 并 不 是 G 的 最 天 匹配 ， 假 设 M^ 是 G 的 一 个 最 大 匹配 ， 于 是 
IM/|>1M]|. 

4 H-GUMAM'], HIVE H IH M Sj M” 的 对 称 差 诱导 出 的 
THE Wo ERPE- HOT A Sani M" 中 的 一 条 
边关 联 , 要 么 与 M 和 M! h Ë AOIDEXIR, HIS OR 2 3€ 
XUL T3GDIEERUR T 55 政和 的 长 度 为 偶数 的 图 ， 或 是 一 条 边 
交错 地 属于 下 与 M 的 路 ， 由 于 | 政 | 沁 1M]， 五 中 至 少 有 一 个 
连通 分 支 了 ， 它 所 包含 的 属于 M 的 边 比 属 于 对 的 边 多 ， 量 然 这 
个 分 支 不 可 能 是 围 , 而 只 能 是 一 条 路 ,而 且 是 一 条 两 端 均 为 玫 非 饱 
和 点 的 开交 错 路 ,矛盾 ， 口 
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5.1.1. 证 明 任 何 树 至 多 有 一 个 完美 匹配 。 
5.1.2 证 明 每 一 个 3 方 体 (参阅 习题 1.2.9) 有 完美 匹配 。 
$.1,3 设 万 为 大 于 11 的 奇数 ， 举 出 没有 完美 匹配 的 EMME ENA 
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T. 

5.1.4. 设 天 为 大 于 零 的 偶数 ， 举 出 有 党 美 匹配 的 正则 简单 图 的 例 
F, 

5.1.5. 两 人 在 图 G LHX, XOU ZHRUBUR CES ECT, BER GKR 
顶点 tototo FP R DO BE v, 与 oc WN, 并 规定 最 后 可 下 子 的 
一 方 获胜 。 若 规定 执 票 子 者 先 下 子 , 试 证 明 执 器 子 的 一 方 有 取胜 策略 的 充分 
必要 条 件 是 G 匹 完美 丐 配 , 

5.1.8. Gm TEMERE TER 着 存在 两 两 无 
bit k AT H..H., Ha ER G= H.U H BUS TLET 
子 分 解 ， 显 然 ,G 的 1 办 地 可 是 的 完美 罗 配 ; VEGA IEAN, | G ds 
正则 图 .证 明 

(a) 每 个 2 正则 图 为 可 1 因子 分 解 的 充分 必要 条件 是 图 中 不 包含 奇 丽 ， 

O) 披 得 森 图 不 可 1 因子 分 解 。 


5.2 二 部 图 中 的 匹配 与 覆盖 


设 G 是 一 个 二 部 图 ,其 顶点 集 的 二 分 划 为 (X,， 了 )， 在 实际 应 
用 中 . 有 时 希望 求 出 G 的 一 个 饱和 关中 的 每 一 个 顶点 的 匹配 ， 例 
如 : 设 某 单位 有 ?名 工作 人 员 Sis s z, 和 如 项 工作 yya， 
^t, Yn 能 否 给 每 个 人 恰好 分 配 一 项 他 胜任 的 工作 , 且 每 项 工作 
至 多 分 配给 一 名 胜任 该 项 工作 的 人 员 ? 这 个 问题 称 为 人 员 分 配 问 
题 ， 人 员 分 配 问 题 也 可 用 图 的 语言 予以 表述 . 令 六 一 {21 1。…*， 
aa, 工 一 {yiya Ym) 构造 二 部 图 如 下 其 顶点 集 的 二 分 
划 为 (了 ,了 ) ET ISIK 1c jm, 当 且 仅 当 人 员 z 胜任 工作 
y, 时 ,，G 中 存在 连接 顶点 2.58 y, 的 边 ， 于 是 人 员 分 配 问题 就 成 
为 在 G 中 求 一 个 饱和 开 中 每 个 顶点 的 匹配 的 问题 .下 面 的 堆 尔 定 
PROP. Hall，1935) 给 出 了 一 个 图 中 存在 这 种 匹配 的 充分 必要 条 
4. 为 了 方便 起 见 ， 我 们 先 引 进 一 个 记号 ， 设 5 是 图 G 的 顶点 入 
的 任何 一 个 子 集 ， 我 们 用 六 e(8)， 或 者 在 不 致 引起 混淆 时 用 
(3) 表 示 G 中 与 8 中 的 顶点 相 邻 的 顶点 的 集合 。 
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定理 S.2GRAOEHD 设 二 部 图 G 的 顶点 集 的 二 分 划 为 (， 
Y), G 有 他 和 工 中 每 个 项 点 的 匹配 的 充分 必要 条 件 是 , 对 于 任何 
SCX.N.(S)2>|8S|. 

证 必要 局 RME GMMI HEARR, 
BSCX, 因为 8 中 的 每 个 顶点 在 We(S) 中 有 一 个 在 MM 中 与 之 
相 匹配 的 顶点 ,而 且 由 匹配 的 定义 知 ,与 8 中 不 同 的 顶点 相 匹配 的 
顶点 是 不 相同 的 ,所 以 1Ne()1>>18|. 

充分 性 设 M; 是 G 的 一 个 最 大 匹配 ， 但 在 区 中 存在 M* E 
饱和 点 ， 设 4 是 下 中 的 一 个 M* 非 亿 和 点 ， 儿 是 中 通过 M* 3 
HIS u 相连 接 的 顶点 的 集合 ,并 约定 wE 2。 令 S=XNZ,T= 
YOZ, BD M* 是 最 大 匹配 , G 中 不 存在 两 端 均 为 M* 非 饮 和 点 
的 31* 交错 路 ,所 以 除 # 之 外 ,2 中 的 每 个 项 点 都 是 M* 饱和 的 ， 
而 且 ZM) 中 的 顶点 在 M* 中 两 两 互相 匹配 ， 因 此 S= 
Iri 


1811-7] (5.1) 

MERKEN T=Ne(8), HFE ET, Gipdi— 
RH uA ohy M* 交错 路 了 ,而 G 又 是 二 部 图 ,在 P 上 与 相 邻 的 
AAE S his US Katie ve N (8). RZ vE Na(S)。 
由 于 G 是 二 部 图 ,为 了 证 明 。ET, 只 需 证 明 vE2. WS hi s 相 
邻 的 顶点 为 如, 而 了 是 由 到 包 的 一 条 M" 交错 路 ， 若 ?在 P 上 上， 
MP Eh uR o 的 那 一 段 是 一 条 由 % 到 2 的 M 交错 路 ,从 而 € 
LAN, 因 卫 的 长 度 为 偶数 ， 其 最 后 一 条 边 为 M" 中 的 边 ， 从 耐 
wo£M*, MA PU Gery ATH uR o 的 M* 交错 路 ， 即 地 有 
€Z, BZ, HENEN (ORA e€ T. T T = Na (S). 

Js. d T = N (8) 与 (5.1) 式 得 

INsCG] 2 I7] 218] —1«181 

与 假设 矛盾 . 口 

上 面 的 霍 尔 定理 又 称 为 婚配 定理 ， 按 照 这 种 称谓 ,X .了 被 分 


eilige 


BURCIUECT ACRAS RUS THE I LA BC RRR, M 
ERER- A DURCE IBIERE A8, TERREAU TEI 
女 青 年 都 能 够 与 一 位 相识 的 男 青年 婚配 的 充分 必要 条 件 . 

准 尔 定理 还 可 以 表述 为 一 个 关于 所 谓 集合 族 的 相 异 代表 集 的 
结果 。 设 .or = Ch A... 4n} 是 基 个 集 含 厂 的 一 个 子 集 族 ， 若 
RA S=, m, oS) ME n € 4， 且 对 于 (5j Bof vert, 
(Si jsSm)， 则 称 8 为 -ex 的 一 个 相 异 代表 集 ， 这 种 称谓 的 宣 观 
含义 是 十 分 明显 的 , 那 就 是 ,wiE A, ORE ALBO IURE 06 29; A 
示 不 同 的 4; 与 A, 具有 不 同 的 代表 ， 一 个 自然 的 问题 是 ;怎样 的 
Jer 具 有 相 蜡 代表 集 ? 我 们 可 以 通过 构造 一 个 二 部 图 把 这 个 问题 
化 为 图 论 中 的 问题 ， 令 卫 = .x ,了 二 W,G 是 一 个 二 部 图 , 其 顶点 
集 的 二 分 划 为 (全 ,了 ), LEX 5 s€ Y 在 G 中 相 邻 , 当 且 仅 当 vE 
A, 显然 , -x 具有 相 异 代表 集 的 充分 必要 条 件 是 口中 存在 饱和 XX 
中 每 个 顶点 的 匹配 。 于 是 我 们 得 到 下 列 推论 ， 它 可 以 看 作 翟 尔 定 
理 的 另 一 种 表述 形式 。 

推论 5.3 ”集会 族 具有 相 异 代表 集 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 
BA Ic2,-m), 


lUi p n 


XU cami y FH P GEIL IRI RIAA TAIE. 

推论 5.4 设 G 是 正则 二 部 图 ， & 0, MGH 完美 匹配 ， 

证 设 G 的 顶点 集 的 二 分 刘 为 (X,Y)。 因 G 是 正则 的 且 
k»0,848$ kIX|-] E] —&k|Y | Ami XI—|Y|. 3HERSC 
XAR E, 是 与 8 中 的 顶点 相关 联 的 边 的 集合 ,而 E, 是 与 N (S) 
中 的 顶 虚 相关 联 的 边 的 集合 。 H E. E, 的 定义 知 , P C P, T 
是 

k|N4GD] - | E, | EL] — 8181 

从 而 |N (8)|2181, REEERE, G 中 有 人 饱和 XX 中 每 一 顶点 
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的 匹配 : 设 此 匹配 为 ， 又 因 |X[—]1Y l, M 也 饱和 Y 中 每 一 顶 
点 : 即 寻 是 G 的 一 个 完美 匹配 。 口 

网 @ 的 一 个 覆 莱 是 指 G 的 顶点 集 的 一 个 子 集 ， 它 包含 G 的 急 
一 条 边 的 至 少 一 个 端点 ， 顶 点 数 最 少 的 覆盖 称 为 最 小 种 盖 。 因为 
包含 某 一 个 履 盖 的 任何 顶点 集合 也 是 一 个 覆盖 ， 所 以 通常 只 对 图 
fof p 1 157: 8 

对 同一 个 图 来 说 ， 其 覆盖 与 匹 生 之 间 存 在 着 -… 定 的 关系 ， 设 
KRPBIGÍS- BOR, MIEGIS— TUNI, DUC AM e — 
KRED — Bj TM H EE as A L7 RE BE 3G Fed (0 Pd E 
#RIT8|3M0ISCIK|. DB 对 于 最 大 匹配 EI I RONDE RN 
04| 裤 | 产 |、 一 般 来 说 ,上 式 中 的 等 号 并 不 成 立 ， 例如, UE 
PREX 2011 WEN LP] =n, i| K| 9nd. 这 个 例子 
虽然 简单 , 却 很 有 代表 性 .实际 上 对 于 任何 二 部 图 , 亦 即 任何 不 包 
含 奇 团 的 图 ,确实 有 | 到 *| = | 六 |， 为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 先 证 明 
一 个 简单 的 引 理 。 

引 理 5.5 EMALE, KHMR. 43$ [MI — I KI MMR 
KEN, KEEN RS. 

证 Wa 5 É ONGERCKTENUS BOND, TE 

Ic M* c E || ICI 

XB | 31 [KT RD | | | M*] S LE | - ] E], MERK 
VERB. KERET. 

定理 5.6( 柯 尼 希 ;D. König, 1931) KGPA, 则 G 的 
OX FOR 15 38 3 s e ARS o Ti a 8 R 36, 

证 E GET SC EB ZAA (XY). 设 M* 是 G 的 一 个 
最 大 匹配 , U JE X hb M* 非 饱和 点 的 集合 ， DZ RSS G his U 
中 顶点 有 34* 交错 路 相连 接 的 顶点 的 集合 ， 同 时 约定 UCSZ。 令 
S=XNZ,T=YN2. 与 土 尔 定理 证 明 中 的 有 关 论 证 相似 ,由 多 
的 定义 及 G 的 二 部 性 可 知 卫 = N (8), 因此 G 中 不 存在 一 湛 属 
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于 8 而 另 一 端 属于 YNT 的 边 , 即 G 中 任 一 边 至 少 有 一 个 庙 点 属 子 
TÀ XM. AN ESTUS ECHABE CERE 5.2), 
s 


imn xs 
U — 


T-N&G) 
图 5.2 


RASM*IRIXNUISISSULEIXNSI, A SU 中 的 顶 
点 与 五 中 的 顶点 在 M* 中 是 两 两 匹配 的 ,所 以 | SNU| = EP | ,及 而 
lat T | XSI =Á] 

再 由 引 理 5.5 ET K k R 83. XER T (EO pK 
的 边 数 等 于 最 小 覆盖 的 顶点 数 ， 口 

BE 〈0.1) 矩 阵 是 指 以 9 或 工 为 其 元 素 的 第 阵 ， 设 4 是 一 个 
nxm fO DERE, 4 的 一 行 或 一 列 称 为 一 条 线 。 试 证 明 , 两 两 
不 属于 同一 条 线 的 工 的 个 数 的 最 天 值 签 于 包含 4 中 所 有 的 1 的 线 
数 的 最 小 值 . 

为 证 明 这 一 结论 ,我 们 构造 一 个 二 部 图 G ,其 顶点 集 的 二 分 划 
A.Y) 我 们 以 了 = (zu za z 表示 4 的 行 的 集合 ,了 一 
{yr ya o ya) 表示 4 的 列 的 集合 1g; 与 *, 之 间 有 一 条 边 , 当 目 公 
汉 位 于 第 i 行 第 j 列 的 元 素 等 于 1 。 显然 ， 4 中 两 两 不 属于 成 
条 线 的 1 的 集合 对 应 于 G 中 的 匹配 ， 耐 包含 4 中 全 部 1 的 线 的 集 
合 对 应 于 G 中 的 禾 凑 ， 由 定理 5.6 立时 得 知 例 中 的 结论 成 立 。 


3 S 


5.2.1 能 次 用 5 个 1x2 的 长 方形 将 疼 中 
fig 10 4 1x 1 E 3 3E SE 2:86 fen 

5.2.2 设 G 是 二 部 图 ， 其 顶点 集 的 二 分 划 
NONO. 证明, BAFE Dec X 55 y Y 39 
#d,()24,(y), WI GA fiii X hdi P£ Hu 
ER. 

5.2.8. 证 明 二 部 图 Gy ETE Ree Ds 
要 条 件 是 对 于 任何 SV (G), IN (S) [2181 
bv. FARRE G RE 二 部 图 则 上 述 条 件 是 图 5.3 
不 充分 的 。 

5.2.4 对 于 任何 正 整数 &, 证 明 

(a) ff k 正则 二 部 图 是 可 1 因子 分 解 的 。 

Cb) EI 2k TE WIRE E 2 因子 分 解 的 。 
(提示 ， 可 设 所 给 2 k EMRA GERAN B. V(G) — (90. 5.) ,由 之 9 是 
欧 拉 图 , 设 C 是 @G 的 一 个 欧 拉 闵 迹 . 构 作 二 部 图 G', 其 顶点 集 的 二 分 划 为 (X， 
Y.N = [roma toz Y= eyed) mos y, 相信 当 县 仅 当 洛 CH 
一 条 由 到 o, 的 边 。 注意 G' 中 的 一 个 1 因子 对 应 于 G 中 的 一 个 2 因子 .) 

5.2.5 —^ mxn BUT EER S 4 m < n SB M = (n; , 其 元 素 为 
满足 <m cm 的 整数 , 旦 属于 任何 同一 行 或 列 的 任意 两 个 元 素 不 相等 ， 由 
XX nmm, M m= n BHRBETROGRET OS. WEH # n 且 弄 是 一 个 
mx n CT AS, BIRD nm AUR FEE ME EI HET. 

5.2.8 JH AGERE CS 6) HERE IR EFE CS 2). 

5.2.7. 证 明 悟 尔 定理 的 下 述 推广 ， 在 以 ( 民 , 了 ) 为 二 分 划 的 二 部 图 中 ，， 
最 大 匹配 所 含 的 边 数 等 于 

min(|XN81]+| ND) 


5.2.8 设 G 为 二 部 图 ,其 顶点 集 的 二 分 划 为 (和 ,了 )。 十 明 :车 中 有 饱 
入 的 每 一 顶点 的 苞 配 , 旭 存 在 z€ X, EITEN yC N(z), 边 zy 属于 
台中 的 其 一 个 最 大 匹配 (提示 ,可 对 ] 玉 | 施行 数学 归纳 关 . PLS don X Bodl 
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空 真 子 集 并 区 分 以 下 两 种 情形 ， Ca) 对 任 向 S 均 有 NOSIS COO 
THES ERINO ISI. > 


5.8 完美 匹配 


前 面 已 经 指出 ,对 于 图 的 匹配 ,我们 感 兴趣 的 是 最 大 匹配 或 完 
美 忠 配 ， 于 是 ， 怎 样 刻 划 具 有 完美 此 配 的 图 就 是 一 个 很 自然 的 问 
题 ， 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 ， 为 方便 起 见 ， 我 们 称 具有 青 数 
(〈 偶 煞 ) 个 项 点 的 连通 分 支 为 奇 ( 偶 ) 分 支 , 并 以 o(G) GRRERER G 
lop Edo 

定理 5.7 (ERE. W. Tutte,1947) Ë G dise pcd o 
要 条 件 是 ,对 十 任意 的 SCV(G)、 
o(G8—8)«i8| (5.2) 

证 必要 性 GEMIÉGÉ DERIK, CE G— S ËJ GE 
-TERNE BUPMIÉSSSEAL, Q 的 每 一 个 项 点 恰 与 另 一 个 
顶点 在 于 中 相 匹 配 ， 显 然 ， 同 属于 C 的 在 并 中 互相 正 配 的 顶点 的 
个 数 为 偶数 ， 因 此 , 若 C 是 奇 分 支 , 则 如 中 至 少 有 一 个 顶点 ”与 一 
个 不 略 于 C 揭 项 点 v^ 相 匹 配 TS] EL HTC GS 的 一 个 连通 分 
支 ,2 只 能 属于 8 .考虑 到 M 中 的 边 是 互 不 相 邻 的 , 即 得 o(G 一 8) 
sis], 

充分 性 ”对 IPF(G)| 作 数 学 归纳 法 ， 当 |F(Q)] 为 奇数 时 ， 
PA S=@,W o(@—8)2>12>0=|8], Hü (5.2) PRX. Hh 
条 件 (5.2) 知 |VCG)] 必 为 偶数 ， 显 然 , 当 [V (3) | 22 BF, 由 (5. 
2) 可 推出 GQ 有 完美 匹配 。 现 假设 [V (G) | 222, 并 假 定 一 切 阶 
小 于 ww 且 满 足 (5.2) 殉 图 有 完美 匹配 ,和 欲 证 G 有 完美 匹配 . 

首先 征明 ,存在 SCY(G) 使 (5.2) 中 的 等 号 成 立 . 设 ov 为 9 的 任 
一 顶点 , 令 S= {9}, 于 是 9 一 58 是 奇 阶 的 ,因而 0(G 一 S)>1=|S|， 
再 由 (5.2) 可 知 0(G 一 8) 二 1S。 这 就 证 明了 使 每 (5.2) 式 中 的 等 
号 成 立 的 3 确实 存在 。 
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其 次 , 设 5 是 使 得 (5.2) 式 中 锋 号 成 立 的 且 顶 点 最 多 的 8S。 设 
Ci, C, n, 0, [S] REG - Sof dE XC W ELSE G — S TERR 
A KBF ED, D, DL EG 一 5S。 的 金 部 侦 分 支 . 

(D 对 于 每 个 1&j 拟 mw, D, 有 完美 匹配 ， 事实 上 , 设 SC 
FD). 我们 有 

9(G —8,) +o(D,—S)=0o(G— SUS) 
SISUS) =] Sa] - [8] 
Tério(G—3,) — SiR D, SSIS] 根据 归纳 假设 ,D， 
有 完美 匹配 . 

(2) 对 于 每 个 C; 和 每 个 cE F(ChC, 一 * 有 完美 匹配 ,TSis 和 1 

假设 不 然 ， 根 据 归纳 假设 , 必 有 SC7(C: 一 ") 使 得 
9(€,-c—8)»|8| 

因 1V(C; 一 c) | 83e | V (CC 一 e)NS1 与 1S1 有 相同 的 奇 惕 性， 而 

of 一 e 一 8) 与 1FCCi 一 NS] 又 上 共有 相同 的 奇偶 性 ,由 此 进 一 

步 得 到 


9(C,—c—8)2|8142 
TÉ 
[81 r1 [81 [sU (0 U S [2008 — SU (0) US) 
—e(G—8,) —140(C,—e— 8)Z2 |S,] +1+ S| 
RREA SU {c}U S 也 使 但 (5.2) 式 中 的 等 号 成 立 , 从 而 与 9 
的 最 大 性 相 了 矛盾. 

(3) Gi ARE dns. HC RADO Hh s C 8.0 ECs 
iz1,2, "了 .为 证 明 这 断 庄 ,我 们 构造 一 个 二 部 图 H H (XY), 
ADU BN ASX3DO(X,Y), X-(0,0€4,--,0), Y= 8, Wi 
C,5s € 8。 相 邻 , 当 且 仅 当 G 中 有 一 条 连接 s 与 0, 中 某 个 顶点 的 边 。 
于 是 上 述 断 语 是 玖 成 立 就 取决 于 在 互 中 是 否 存 在 饱和 和 中 的 每 个 
顶点 的 匹配 ,而 对 后 一 个 问题 我 们 可 以 应 用 规 尔 定理 。 MESCLX, 
48'—N4CS), RREH 381GB, MUN 
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1S|[«o(G— 8^) (8.3) 
面 由 条 件 (5.2) 知 ,对 任何 SCF(G) 均 有 

o(8— 8')&| $71 - IN 4C8)] (5.0 
综合 (5.3) 与 (5.4) 即 得 1 S CN (8). BUE PLE BUR CTOE BE 

所 给 出 的 条 件 ， 有 从 而 包含 饱和 中 每 个 项 点 的 匹配 . 
最 后 ， 将 上 面 各 项 结合 起 来 ， 我 们 就 可 以 完成 对 充分 性 的 证 
BJ. 实际 上 , 设 和 ,为 (3) 中 已 证 明 其 存在 性 的 形 如 sse: 的 1 条 互 不 
相 邻 的 边 的 集合 ， 由 (2) 知 ， 每 个 C--c: 有 一 个 完美 匹配 仙 43 令 


t 


Mid i， 由 (1) 知 ,每 个 D; 有 一 个 完美 匹配 六 ;;。 令 并 二 


E 


U M.. BA, M = M,U MsU M :是 G 的 一 个 完美 匹配 , 品 


推论 5.8 图 @ 包 含 一 个 至 多 有 4 个 到 非 钨 和 点 的 匹配 M, 
当 且 仅 当 对 任何 SCF(CG)， 
o(G— S)«| S| +d (5.5) 
证 REGRETA, FG rbi ar fU PU A OG M 
En Ghi dE tiu 6 HD SS V (G) LAUR d E A 
此 我 们 可 以 假设 
d-|V(G)| (mod.2) 
AH GV K. 并 令 百 是 一 个 从 G 出 发 按 如 下 方式 得 到 的 图 : 另 加 
一 个 d 阶 完 侈 图,， 并 在 Ks 的 每 个 隋 点 与 6 的 每 个 顶点 之 间 连 搂 
一 条 边 ， 显 然 ,6 包含 一 个 至 多 有 a 个 必 非 饱和 点 的 还 电导 ， 当 B. 
仪 当 开 包含 一 个 完美 区 配 ， 由 定理 5.7 知 ,五 包含 一 个 完美 匹配 等 
fr aris crop, 
oH S^)«| 87] (5.8) 
因此 ,为 证 明定 理 或 立 ， 只 需 证 明 (5.5) 式 与 (5.6) 式 等 价 . 
SOARS CV (G), HAS’ UV(Ks)， 于 是 
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e(G— 3)-o(H—8^/)«|S'|-[8l14d 
(5.50. 

反之 , 设 (5.5) 式 成 立 且 S'CV(H)， #Hd=|V(G)](mod.2) 
UY (H)|==0 (mod.2), KERAS = DHG. ORRE. 因此 
ASNO., EVKONY SØ, MH- S EEE koH- 87) 
SIS], Ami(s.e)sXuar, BV(K ONS” 9, MFK) 
S] S= S'AV(K.). EERTE 

o(H — S!)=o(G@--(S'AV(K.))))=o(G—8)<| S| +d 

-|s'l 
即 (5.6) 式 也 成 立 ， 日 

推论 5.9 每 个 (& 一 1) 边 连通 的 R 正 则 图 有 完美 匹配 ， 

证 设 C 是 一 个 (一 1) 边 志 通 的 R 正 则 图 ，3 是 @ 的 一 个 真子 
集 且 oUG 一 SS) 一 #， 以 Ci 表示 G 一 8 的 奇 分 支 ， 并 假定 Cj 与 S 之 
HEERA .Ti 和 2。 因 为 G 是 (R 一 1) 边 连通 的 ， 我 们 有 各 ,22 
一 1， 另 一 方面 ,由 于 G 是 R 正 列 的 ， 我 们 有 


m= Y, d(v)—2e(0) 
EKE 
=kv(0;)—2e(C;) 
(CERB. if2e (CVE BEDA m s FUIS AHA E- 
由 此 好 进一步 得 到 


mk 
YIS TE 
o((G— 8) = n< dm. «íXuO-I81 
由 定理 3.7 立 如 可 知 CG 有 完美 叱 配 ， 口 
习 题 


5.3.1 设 G 是 树 .证 明 G 有 完美 匹配 . 当 且 仅 当 对 任何 ?EV(G),o(0)= 
1, (is 在 证 明 条 件 的 充分 地 时 ,对 在 何 *EFCG)， WBE (8) 为 0 一 的 
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LErx MN MELDE MES TIFQE E E E 
e(g(o)) v.) 

5.8.2 WOERDEN. EA, SGT BA KCDE, AGIS TE AR 
导出 子 图 )， 则 G 有 完美 匹配 - 

5.3.3 ”用 塔 特定 理 (5.7) 证 明 签 尔 定理 (5,2)。( 提 示 , 设 G 是 以 (X,Y) 
为 顶点 集 的 二 分 划 的 二 部 图 。 构造 G 的 母 图 万 ， 使 每 当 且 仅 当 吾 有 完 RE 
EX, CH ia fi X AE — R Bo DEO) 


5.4 求解 人 负 分 配 问 题 的 算法 


在 5,2 节 中 我 们 介绍 了 人 员 分 配 问 题 及 其 存在 解 的 充分 必要 
条 件 ( 贡 尔 定理 )。 在 实际 应 用 中 ， 我 们 自然 不 会 满足 于 此 ， 而 是 
进一步 希望 找到 一 种 便于 运用 的 算法 ,这 种 算法 应 该 满足 如 下 的 
要 求 ; 当 问题 存在 解 时 , 它 至 少 求 出 一 个 解 , 当 问 题 不 存储 解 时 , 它 
根据 给 定 的 图 G 及 顶点 集 的 二 分 划 ( 了 ,了 ) 找 到 一 个 SCX, 使 得 
INS I«LS |. 下 面 楼 介绍 的 就 是 一 个 满足 这 种 要 求 的 算法 ， 
道 常 称 之 为 匈牙利 方法 .匈牙利 方法 可 归结 为 从 图 中 的 任 他 … 个 
所 配合 如 可 以 是 图 中 的 任何 一 条 过 ) 出 发 ,然后 施行 以 下 步骤 ， 

QD BRUER RHEA. WERE, MERE 
OERKAAM, uE rhi e MEWA. R8: 
«7:-9, 

(2) 考察 Nel 8 )\T 是 否 是 空 集 ， 如果 是 ， 则 因 IT] 181 
一 1 而 得 到 | Noe( 8S)|<<15 1, 算 革 终 下 (问题 无 解 )， 禁 旭 任 取 y € 
Nel SNT. 

(3) 壹 窒 y 是 否 是 对 饱和 的 ,若是 则 设 yzE M, S:=&U 
ERTO PURRASA, RARER MERAL 
yf) URAP, EM :— MAECP) RARO ) 步 。 

RER EXE 8258003 ar BIB, APAA ARGE: 
XUPEUIMIJPUBLM. MEA EAM JETIURUA VH, EA 
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X8 与 和 在 图 中 搜寻 由 * 到 另 一 至 非 从 和 点 的 夺 交 错 路 . 由 于 在 算 
法 终止 之 前 ，S 和 了 是 不 断 逐 步 扩大 的 ， 这 一 方法 保证 了 ， 只 要 
图 中 存在 这 样 的 交错 路 ， 就 一 定 能 找到 一 条 这 样 的 交错 路 ， 并 根 
据 它 求 得 一 个 边 数 更 多 的 匹配 ,而 当 图 中 不 存在 这 种 交错 路 时 , 必 
有 Wel 8S) 一 了 了， 从 而 得 到 一 个 S 满 足 | 和 ol S)<]S1, 现在 我 
们 来 看 一 个 具体 例子 . 对 图 5.4 所 表示 的 二 部 图 C， 我 们 首先 令 术 
二 1z:y 中 ， 然 后 从 形 出 发 执行 算法 的 各 个 步骤 


>, ^ » ^ 
图 5.4 


(1) XduirieMTERUmR, A 8:— {0}, T: 0. fO). 
(2) NA SAT — {Ynya ysy}. Ry, € N (SNP REG). 
(3) y; MIRRA. AERE HE PE y 3024508 P = ya 
43:—HAE(P)- ziyu sy). 
CO XE fe MAETRUR ARS :— (r) T: OO, HOD). 
(2) N,CSNT S {ya}, We NGC), T, $800. 
(3) y E MENN, Yt CM, 48:—8U (b = Gems) 
Ti-TUL) = Gr , 转 (2)。 
(2 N (S)NP— (yi ya ys d Nm ysyd Joy € 
NO (SNT BG). 
(3) y. REMIS yim CM RS: SUD) m (063, 
Tia TU {N} mro yos PERI). 
(2) NOD ris ynoroyoNEoxidb-in vd, ByE 
NODNT 3603). 
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(3) y, 是 U 非 亿 和 的 ， 得 到 由 zs 到 ys 的 到 交错 路 三 一 
famis MIS MAEG(P) m {ry ray, sy) AD. 

(1) Mf&füX Big — PA. SE F. 

在 掌握 匈牙利 方法 的 基本 思想 后 ， 我 们 可 以 对 上 面 的 算法 稍 
做 修改 ,使 之 能 够 用 来 求 二 部 图 中 的 最 大 匹配 下 面 就 是 一 个 用 
撒 图 表示 的 求 二 部 图 的 最 大 匹配 的 算 靶 ， 它 与 前 面 那个 算法 的 差 
别 在 于 . 它 能 求 出 一 茹 两 端 均 为 必 非 饱和 点 的 戏 交 错 路 ， 


SZ Sur 
TeTUtv) 
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第 六 章 Mh yr Ei 


ppc fo vede B A Bi my Mr no PR, M-E 
所 考虑 的 图 均 假定 为 简单 图 ， 


6.1 独立 集 和 覆盖 


设 SSV(G). 若 8 中 任意 两 个 顶点 在 图 G 中 都 不 相 邻 , RU 
GES] 是 空 图 ， 则 称 S 是 G 的 一 个 点 独立 集 ， 或 简称 为 独 yE. 如 
ROSE hw fi, HOCPEORUE 
KFIS 的 独立 集 , 则 称 S 是 
0 的 最 大 独立 集 ，G 的 最 大 独立 
集 的 基数 由 做人 的 独立 数 ， 记 为 
atG)、 例 如 {e,y} 是 图 6.1 中 的 
图 的 独立 集 .但 不 是 最 大 独立 集 。 
{usze. 信 是 这 个 图 的 最 大 独立 集 ， 
内 此 这 个 图 的 独立 数 < 一 3. "mel 

对 于 一 个 图 的 边 集 来 说 ,与 点 独立 集 相应 的 概念 是 边 独立 集 ， 
即 两 两 不 相 邻 的 边 的 集合， 也 就 是 第 五 章 中 定义 的 匹配 PEG 
最 大 边 独立 集 的 基数 (BI G 中 最 大 匹配 的 边 数 ) W f G ñ 边 独立 
数 . WA, Dif [uv zw) AERE 6.1 中 的 图 的 边 独 立 集 ， dx 

是 最 大 边 独 立 集 , 而 fuv,zw,y 相 及 {fuy,t2,5w} 都 是 该 图 的 最 大 边 
独立 集 ， 央 此 这 个 图 的 边 独 立 数 a =3, 

例 1 WEE, Ka Kass Ca. Ps 分别 表 示 ## 阶 空间 ,nn 阶 完全 
Ii m + n MEA 2 部 图 ,长 为 % 的 较 和 路 , 则 

a(E,)-n, a'(E,)—0 
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= , NK 
e(G)71, a | 


a(K,,,) - max(m,n), a'(K m n) - min(m,n] 
aton =a Cl] 
«P275 21. «(po -| 2H 


在 5.2 节 中 我 们 给 出 了 图 G DERE 830002 SC. Reb 
TAHERE h MANTEO RDE a HEER TAAG), 
对 于 图 6.1 中 的 图 , (yz, z EB NE, ARR oB 8682636 
B-4, 

BLSE), dn GIG AE TU SME L ep ACA fi ix, 则 
称 工 是 G 的 一 个 边 覆 益 ， 也 叫做 工种 盖 了 G SENCRUDNOD EE 
WC AH Bod [dq ab Bi aE yB QUE G bb d 
xk de Ay, Blln(us ow wa tow) AER. 6.1 中 的 图 的 
WAR. CURAEROPOR BR , uvas y leo HERUISINGE S 因此 
这 个 图 的 边 覆 盖 数 87= 4。 显 然 一 个 图 有 边 材 盖 的 充分 必要 条 件 
是 它 没有 孤立 点 ， 第 五 章 中 所 说 的 一 个 融 的 完美 此 本 屠 是 这 个 图 
的 最 天边 独立 全 ， 也 是 这 个 图 的 最 小 边 履 盖 ， 


B2 BC(B,)=0， DICA TETI 
BUG a1, Eus 
BOC, minima), BUG) e max (mad 
gio Co-| 5] 


gPo-*;hh ^— seco jju 


定理 6.1 W SCT=P(G), M S AEG 的 独立 集 的 充分 必要 
Riy NS EE. 
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证 必要 性 假如 5 是 G 的 独立 集 ， 则 G 的 任何 一 条 边 都 至 
少 有 一 个 端点 是 NS 中 的 顶点 , 故 NS JEGTSBOR. 

充分 性 ”假如 NS 是 G 的 覆盖 , 即 G 的 任何 一 条 边 都 至 少 有 
一 个 端点 是 VAS 中 的 顶点 ,从 而 不 存在 两 个 端点 都 是 8 中 的 预 点 
的 边 ， 才 3 是 G 的 独立 集 . 口 

定理 6.2 ”任意 一 个 图 G 的 独立 数 与 覆盖 数 之 和 等 于 图 的 
Br, m 

a(G)+ 8(G)=> (6.1) 

证 设 S 是 G 的 一 个 最 大 独立 集 , 15|=a(G)， 由 定理 6.1 
可 知 T(G)NS J& GO isle. RAREN V (G)NS JEG IO Bh ie, 
事实 上 ,假如 了 (G)NS RUE RUP BUR MAA — 4 35 B H| V 
(AS | 5 "一 181 还 小 多 驯 盖 :这 个 覆 盖 的 补 集 的 基数 就 应 出 1S1 
大 ,而 由 定理 6.1 知 这 个 补 集 也 是 G 的 独立 集 , 这 与 3 是 G 的 最 大 
独立 集 子 盾 . 故 PCGNS a toii BF CONS 809). 
于 是 

a(G)+B(O)=1SI € |VCGNS E | S | e»—18]—» D] 

定理 6.2 的 证 明 臣 于 定理 6.1， 即 一 个 图 的 点 费 羡 的 补 集 是 
独立 集 , 儿 立 集 的 补 集 是 点 覆盖 ， 我 们 可 以 更 抽象 地 理解 定理 6.1 
和 定理 6.2 的 关系 ， 设 有 一 个 集合 可 ,A 是 可 的 子 集 ,， P. QE 
祥 两 个 性 质 , 当 全 合 4 有 性质 P 时 , 4 在 加 中 的 补 集 就 有 人 性质， 
反之 , 当 集 合 4 有 性 质 @ 时 , 4 在 UU 中 的 补 集 就 有 性 质 呈 ， 那 么 ， 
TUR BER P RU DEAE IU k 33k SAAR O 的 一 切 集 合 的 最 
小 基数 之 和 等 于 口 的 基数 . 

边 独立 集 与 边 覆 盖 之 向 并 不 存在 类 似 于 定理 6.1 中 的 关系 ， 
例如 在 长 为 3 的 路 Ps 中 , 两 端的 两 条 边 组 成 了 过 独立 集 , 而 它 的 
补 集 只 有 了 :中间 的 一 条 边 , 它 并 不 成 为 PERN. SX Kot 
任意 两 条 没有 公共 顶点 的 边 组 成 了 边 秦 座 , 其 补 集 有 4 条 边 ,并 不 
是 下 ,的 边 独 立 集 ， 可 是 创 牙 利 数学 家 加 菜 (T，Gallai) 证 明了 边 
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独立 数 与 边 覆 盖 数 之 间 仍 然 存在 着 类 似 于 (6.1) 的 简单 关系 。 
定理 6.3 车 G 没 有 孤立 点 ， 则 
ar(G)+B(G)=? (6.2) 
E BUEGOIDOBU, BARMERA L 6 em. ek 
LE L hill, 从 工 中 去 卸任 一 条 边 之 后 , 余下 的 边 集 仍然 是 
边 覆 菠 ， 这 与 工 是 最 小 边 柳 盖 矛盾 ， 因 此 二 是 一 个 林 ， 又 边 导 出 
子 图 GLLIN SA D ERUELEGR EDS 2。 RERA R GLI 中 有 
长 度 大 于 2 的 路 ,去 掉 路 上 任 一 条 与 路 的 端点 不 关联 的 边 ,余下 的 
边 仍 构成 边 覆 盖 , 这 与 二 为 最 小 边区 盖 矛 盾 ， 所 以 G[ 世 ] 的 每 个 连 
通 分 支 是 一 个 Ki,a( 道 常 称 为 星 )， 令 G[Z] 的 分 支 数 为 &， 由 于 
星 的 顶点 数 比 边 数 大 1， 从 而 有 
»-|V(3)] 2L] ek B'CO) + (6.3) 
M LC) AE Wiñay sc Ee AD, DARI h 条 边 显 
Ais eb ior fe BLUE a (G) k TX Co 3) I 8. 
a'(G) - B'(CG)»v (6.4) 
TEE I ERRAR, CE 2 a C9) 4 UC LE G h 
还 有 + 一 2 a (G) Win KA L fu. RA Gb EGER 
这 ?一 2 a'(6) 个 顶点 中 的 每 个 顶点 都 至 少 是 EG) 中 某 一 条 边 
HUMOR. 对 每 一 个 项 点 取 定 这 样 一 条 边 ， 由 于 也 是 最 大 边 独立 
集 ,这 样 取 定 的 边 互 不 相同 ， 这 些 边 与 三 dp MGR 了 G, 其 
边 数 总 共 为 [一 2a"(G)]+ a'(G) = 一 a"(G)， 由 最 小 边 柳 盖 的 
定义 得 出 8'(G) v —a'(G), Bf 
e'(G) - B'(CG)sv (8.5) 
联合 (6.4) 与 (6.5) 立 刻 得 出 (8.2)， 口 
由 (8.3) 和 (6.2) 还 可 以 得 到 
推论 6.4 对 于 没有 孤立 点 的 图 C ， 任 一 最 小 边 覆 益 的 边 导 
出 子 图 的 连通 分 支 数 是 一 个 常数 , 它 等 于 G 的 边 独立 数 a (9. 
除了 (6.1).(6,2) 外 ,再 进一步 看 一 看 图 的 点 和 边 的 独立 数 与 
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TUE RD FA eE. 5.2 节 中 普 证 明 图 G M RIDE 
Ri" S kO 838 E WEIM* <E 由 于 最 大 匹配 就 是 最 大 
边 独立 集 ， 因 此 .上 述 不 等 式 可 以 珍 示 为 

aSpa) (6.6) 
BUBAOERCES 5.6) 1848411, 如 果 G 是 二 部 图 ， 则 (6,6) 中 的 
Ui, HU 

a'(8)-- B(G) (6.7) 
第 五 党 中 用 交错 路 概念 来 证 明 柯 尼 希 定理 ， 以 下 借助 于 独立 集 概 
念 和 从 尔 定理 (定理 5.2)， 给 出 柯 尼 希 定型 的 易 一 个 证 明 . 

定理 SEREM) W G=G(X, 了 ) 是 二 部 图 , 则 

a'(G)=B(0) 

证 设 Z 是 G 的 一 个 最 大 独立 集 ,2 是 它 的 补 集 , TE|Z]= 
«(G),iZ| -v—e(G) - B(G), WT Z Mord MC ZO X BR 
ASZOTT RRRA LER. XII CX Y E GS ZO X 
与 ZnX 及 Znz 与 Zn7 之 问 以 及 它们 各 自 的 内 部 也 没有 
边 丰 连 (参看 图 6,2)。 


首先 证 明 有 由 连接 ZOX AZAY 的 边 组 成 的 且 使 ZN 人 MY 
中 每 一 个 点 都 饱和 的 匹配 ， 事 实 上 ,由 霍 尔 定理 5.2, 只 需 证 明 对 
TERURE SCZOY 都 有 IN(S)NZNXI 宕 181|， 因 车 有 
ZNE, 而 |N(56) 站 ZNXI<138。1, 那 么 顶点 集 [Z\( NN(5。) 
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QZnX)]U 8, 显然 是 比 Z 的 基数 还 大 的 独立 集 ,导致 巴 盾 . 同 理 
可 知 存在 由 过 接 Z rX 和 zny 的 边 组 成 的 且 使 Zn X 中 的 每 
一 个 顶点 者 饱和 的 匹配 ， 显 然 ， 这 两 个 匹 记 的 并 集 仍然 是 G 的 匹 
配 , 且 多 中 的 每 个 顶点 都 是 关于 这 个 匹配 的 饱和 顶点 ， 放 边 独 立 
3(8)212]-— 8(0), Firth (6.6) MAAG) =p) 口 

推论 6.6 ”如果 G 是 无 孤立 点 的 二 部 图 ， 则 

e(G)— '(a) 
证 这 是 (6.1)、(6.2) 以 及 (6.7) 的 直接 推论 ， 口 


习 B 


6.1,1 求 下 列 各 图 的 独立 数 和 边 独立 数 ， 

《1) SET, 

(2 RAZMAK Sy 

《3) TET ASA GR IPELG, D2UTUR (050,1, 2, m. J=0,1 5 5, 
， 以 平行 于 坐标 轴 的 线段 为 边 ， 由 mx n TC ICEEIEZDEDER D mx RA 
x. 


a 


$.1.2 ”证明 对 于 任何 图 G 都 有 Pa (G). 
6.1.3 证 明 对 于 任何 无 莪 立 点 的 图 G ， 都 有 
«| et jer 

6.1.4 证明 对 于 任意 简单 图 GG 有 LOG), E (3) -9(8) 的 充 
要 条 件 是 他 或 为 空 图 ,或 为 完全 图 ,或 为 完全 二 部 图 。 

6.1.5 ”证明 车 人 是 不 含 三 角形 的 无 环 图 ， 则 

(D 4(0)«a(8); 

O) e (MKF 

(3) ICD=a NH diam(G)sc4. 

6.1.6 证 明 

(OD G 蚌 二 部 图 的 充分 几 要 条 件 是 存在 P*CP(G)， 使 得 VREG 
Wurde XE G DB, 
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(23) G CIA 3222 9 ASI G UAR A T YH a(H)2Z 
1 
gn. 


(aY 是 一 部 图 的 充分 必要 务 件 为 对 于 每 个 使 得 502) 0 的 子 图 五 都 
aD PD, 

8.1.7. WEBIAI-PJER SE RA EFE AARAA, AAF 
TR MG rhy Eu. 使 之 成 为 G 的 最 小 边 覆 盖 ， 

《提示 ROSUEUHE LUIn- EeHUSERE RESET »— LLL IS BR 

6.1.8 (D 证 明 对 于 图 G 的 任意 一 条 近 。， 有 

e(G)sa(G—e) ia(G) 1 

(2) dee 是 G 中 相 邻 的 两 人 条 边 ， 证 明 不 可 能 a(G— e e) ala) 
V2. 车 ee: 在 G 中 不 要 够 ,相应 的 结论 吓 否 还 成 立 ? 

6.1.9 使 得 a(G 一 e)=a(G) 十 1 成立 的 边 e 叫 数 图 G a 临界 边 。 
AURIS Gif fg 临界 边 ， 则 称 G 是 a ti. 

iK, tE 2 n+1 PRAM, Ë Ke Hg KOD EA 
,2 n), JHE KOOG KOREA MA dbi dU. DE 


8.1.10 MY c SIRE. 


6.2 Bm 


5 6.1 中 引进 的 独立 集 相 对 立 的 概念 是 团 ， 如 果 3 中 任意 两 
个 顶点 在 G 中 部 相 邻 , 亦 即 G[S] 是 完全 图 ， 则 称 § 是 G 的 团 。 
ABLAR IR R e p 独立 集 , 天 个 顶点 的 困 叫 微 kW, Wk üw 
是 两 个 自然 数 ,R<”, 如 果 ， 阶 图 的 边 较 少 ,就 容易 产生 天 独立 集 ; 
如 果 边 较 多 .就 容易 产生 团 ， 可 以 想象 , 当 v 相对 于 大火 得 不 多 
上 时， 只要»， 阶 疼 舶 边 分 布 得 不 朴 不 密 ， 它 就 可 以 既 不 包含 独立 
R 也 不 包含 团 ， 但 起 如 果 » 相对 于 记得 大 的 时 候 ， 会 不 会 无 

5 样 分 布 ,总 要 出 现 尺 团 或 六 独立 集 呢 ? 对 于 这 个 答 
£(F.P. Ramsey)#E 1930 年 给 出 了 肯定 
阳 答 复 ， 他 证 明了 下 列 事 实 ， 对 于 任意 自然 数 k, 1， 总 存在 一 个 


1079 


Bob ERO eO D EAMA DIS EE Bh. EZ Rn 
个 上 团 ,要 么 包含 一 个 1 RAE. nOD Bob Bu 

对 于 图 中 任意 一 个 硕 点 ， 睹 可 以 认为 它 是 工 独 立 集 ， 也 可 以 
认为 它 必 1 团 ， 网 此 


r(1,D=r(k,l1)=1 (6.8) 
此 外 .从 定义 不 难看 出 ,对 于 一 切 自然 数 RR 2 4 
r(2,)) 9l, 7( 天 ,2) 一 大 (8.9) 


MAFRA r(2,D=1, —2 AUR I MARERA, OE 
rh ARAR, IEM RE P Biri AARE 1 
独立 集 ， 另 一 方面 ，! 一 1 阶 空 疼 吾 -: BORGO E 2H, RB 
Likir. Wir. Dl 

对 于 一 般 的 上 ,下面 的 定理 不 仅 归 纳 地 证 明了 7(, 站 对 一 
切 自然 数 天 和 的 存在 性 ,同时 还 导出 了 (RD 的 一 个 上 界 . 

定理 6.7 对 于 任意 两 个 整数 R2, U22, UR r(k,1—1), 
r(k—1, DEE. M r (k, DEEE, E. 


r(R.D<r(k.I—1)+r(k—1,lD (6.10) 
此 外 . 当 rOSL- 9) 43 HG 71, DEBERE, Co 100 ASSET 


严格 成 立 

证 设 G 是 一 个 r(E,1 一 1)+r(& 一 1, 站 阶 图 任 取 一 个 顶点 
?ET(G), 那 么 除了 2 以 外 ,G HEH r(k, 1—1) E r(8—1,0—1 
个 项 点 , 故 下 列 两 种 情况 必 居 其 一 ， 

GD) e 至少 和 7(k,1 一 1) 个 顶点 不 相 邻 ; 

(2) v EDA rk- DARRAR. 

当 (1) 成 立时 , 设 与 不 相 邻 的 顶点 的 集合 为 S, 那么 GLS] 
中 或 有 天 个 互 为 相 邻 的 顶点 ,或 有 ;一 1 个 顶点 互 不 相 邻 。 车 是 前 
一 种 情形 ,G 中 已 及 团 ， 车 是 后 一 种 情形 ,把 GLSj 中 的 1 一 1 个 
互 不 相 邻 的 顶点 再 添加 ”就 得 到 了 G 的 一 个 1 独立 集 ， 当 (2) 成 
立时 ,通过 类 似 的 推理 ,也 能 得 到 G 中 或 有 2 团 ， 或 有 1 独立 集 , 
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现在 证 明定 理 的 后 半 部 分 ， 设 nO I1) r(k--1,1) 8E 
BE, KGE rk, 1—1) oer(- 5D -1W HI. B rk, UD 
n(k—1,0) 1 是 奇数 ,由 推论 1.2 可 知 G 必 有 度 为 偶数 的 顶点 
v, AE o 至少 和 ?(8:-1) 个 点 不 相 邻 ,与 前 面 的 证 明 相 同 ，G 
BER e BRL 1 独立 集 ; 如果 与 9 不 相 邻 的 顶点 不 RL r(k,1—1) 
A, Me KRAFA rk- 1,0 -1 5, li r(k 1,0 14889 
数 , 故 其 邻 点 到 少 为 "(RE 一 1, 7 个 ， 和 前 面 的 分 析 一 样 ， 仍 旧 可 以 
推出 G 或 者 有 R 团 ,或 者 有 独立 集 ， 口 

Em es r D(t t?) (5.11) 

JE, Xp ke 进行 归纳 ， 由 (6.8) 和 (6.9) Anf kem 
(5.11) Hor. 现在 假定 (6,11) 对 于 满足 5Sk+1<m + n 的 一 切 
正 整数 ME 成 立 ,那么 由 定理 6.7 推出 


r(m,u)gr(m,n—1)tr(m—1,n) 
«nist nuts 
-("in1?) 
故 (6.11) 对 于 一 切 正 整数 e 成 立 ， 口 
对 于 较 小 的 和 1 ,下 面 计算 几 个 (50 fodit. 
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qtia 10, ADL 1) s. X B Cs C 6.3(a))286 3 


WERA 3 eri. r(3.3)226. d 70.3) =6. 

因为 r(2,4) 5:4, 7(83,3) = 6 都 是 个 数 , 由 定理 6.7 可 知 7r(3,4) 
xu + r(3.3): 1-9, 35-258, H8 6.300) 所 示 的 8 阶 图 既 
不 含 3 团 .也 不 含 í 独立 集 , 因 此 r(3,029, @kr(3,4)=9. 

[828 r(3,5)r(3,4) t (2,5) 14, XE 6.3(c) mft 13 阶 
BERA 3H], XPA Sakk, DS UE (9,0214, der.) 
一 14. 

HUP r(4. 4) &r(4,3) + r(8,4) 18, X Bl 6. 3d) o 17] ERE 
TA ABL ERA á 独立 集 ， 所 以 r(a,4)2218, ñkr(4,4)= 18, 

下 曾 的 表 给 出 至 目前 为 止 所 知 的 拉 姆 还 数 n (kD. 


—. | 
kc Pd 1 2 3 4 5 5 7 
1 1 1 1 1 1 1 H 
2 1 2 3 4 5 6 了 
3 1 3 $ 9 14 B 23 
4 1 4 9 18 


HE k EK, RH rCR DS AE, EJER RE, DT 
Je T(K. DTE F FREIE DUE MELAT r(k,l) 
的 一 个 上 界 ， 现 在 给 出 它 的 - -ATR 

定理 6.9 M k23 时 

TR) 2? (5.12) 

证 用 多 ,下 示 以 {8 7s} 为 质点 集 的 一 切 图 的 集合 ， 
ci,e 多， 中 具有 下 团 的 图 的 集合 ， 这 里 的 图 是 标定 图 , 即 认 为 
顶点 是 有 标记 的 ， 也 就 是 说 ， 两 个 图 当 且 仪 当 对 于 任意 一 对 顶点 
torn ,它们 同时 有 边 相连 或 无 边 相连 , 才 认 为 这 两 个 图 是 相同 的 。 
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HUPBERSRUETEBURR o o) 38 有 ( y ) 个 ,而 对 于 取 害 的 两 个 顶 
Aeon 在 构造 多 。 中 的 图 时 ， 都 有 连 檬 或 不 连接 它们 的 两 种 方 
X. Bk 

1g, | 220 (6.13) 
如 果 限定 {2.9:，…, 0) 中 指定 的 菜刀 个 顶点 必须 互相 连 边 ,那么 
所 得 到 的 图 的 个 数 为 2 OD , 叉 由 于 在 fw1,52,… 2%} 中 任意 
取 定 个 顶点 的 方法 有 ( & ) 种 ， 并 注意 到 一 个 图 同时 可 以 有 两 个 
不 同 的 上 团 ,所 以 


的 y: Qo (6.14) 
M (6.13) R (6.14) ÈH 
Igi. z (D 
EA «(18 ki (6-15) 


Buech 237 “, 从 (6.15) 可 得 
Igi| eun 
is^ mH 


& Lo i27 Heg W| 


1, - ( k yee- T> 
ha k-1À7. (ix) e 


X h<, soper. TU 
Let 
E 
RREN, Z IESU LI ET MUSAE: 
独立 集 的 一 切 图 的 集 含 ， 任 取 GE 乡 5 MaliMgdcen E 


4 


<+ 


然 ， 这 是 和 多 :得 的 一 个 一 一 对 应 关系 ， 因 此 ] 多 ?| 二 | 外， 
即 多 ,中 含 独立 集 的 图 也 不 是 举 数 . 所 以 只 要 % 二 R201?, 9, 
KEARD B] K S € k Bl, REOR & k or E, Herik, k)> 
kom 0 

推论 6.10 ApR m min(. 1} r (e Do mnm, 

ME 由 定义 立即 看 出 

r(k Srm, m) >m 2m [J 

定理 6.9 ERMEE E AA FAE A K E HB A 
M Erdös) F 1974 年 命名 的 “概率 方 站 ”, 它 是 一 种 很 有 用 的 非 构 
性 各 方法 ， 党 用 以 证 明 某 类 图 的 存在 性 
Hi rE, 站 有 几 种 形式 上 不 同 的 定义 ， 例 如 ?C8,?) 可 
扩 定 义 为 这 样 的 最 小 正 整数 ,使 得 任 一 个 %* 阶 图 ,要 么 含有 k 阶 
TATH, SEZSEDSMPH ATO BZA TE. TTE IE 
Sac Fe ch EAn, ARE n p Sce H9 aE- - JI E MEET 
fl d 653€ 2 Mr e RES EL Bree T- E E ZUR A RE ke, 
Hy 1 Be rS. RREPA MAREEA AET 
推广 : ERO 一 切 自然 数 Ri hu, WERDER n= 
f(R. Rss hu), HERRER 关 的 每 条 边 任 意 用 如 种 颜色 
中 的 ~ 种 去 染 时 .总 及, 的 一 个 ;有 阶 完全 子 图 , 它 的 边 染 的 都 是 
W i ME? 

KTHEU KR SE, AK UT SERE 6.7 的 下 列 结果 ， 

ARE 6.11 

r( sr) 1i kiere Ra) 
vrl ... 
*r( Ru R71) m2 (6.16) 


证 YER UG-g.&eSye. Eu) rk, Ral, cs Ra) 
dr rU Iss ka 1) m 2824, ATEHER TAS 


fie d(r)  r( 1, Rs Rn) rR S rb) 
rS esso) mai 因此 ,下 列 情况 必 属 其 一 , 或 是 
以 5 为 端点 的 边 中 染 第 1 种 颜色 的 不 小 于 ?CR 一 1, Rn) 
条 ,或 是 涩 第 2 种 额 色 的 边 数 不 小 于 (ER 一 1，… ka) o 
RERE nh E CA IT ko'ka DR. 不 妨 假 
AUR (h lhat kad RA o 为 端点 的 边 是 第 1 种 颜色 ,把 这 些 
边 不 同 于 ?的 端点 组 成 的 集 记 为 8,18 Ir 3 Rast Ri). 
RR rS — 1, Rss hu) 的 含义 ， 导 出 子 图 KLS] 中 或 是 有 
,一 1 阶 完全 子 图 到,,-1!， 它 的 边 都 是 第 1 种 颜色 ， 这 时 下 的 子 图 
VE o h 阶 完 全 子 图 , 它 的 边 全 是 第 1 种 颜色 ; RE KES] 
RERA k 阶 完全 子 图 的 过 已 经 都 是 第 iMG, 12,3, 
锯 。 总 之 .在 五 中 有 革 个 RMATA CURES i 种 颜色 ， 
i=1,2, e,m, l 
推论 6.12 


r(k ka EE) LT TL e 


dE WPA +R Ree kattta. 

M kite i Ra 0 LUE 00,1, 7,1) 071 A 011, t 
(6.17))X Xf. 

设 对 于 Kor n ku ECOL 1T) E. M hq bkn 
HM LRUR S 16) EH REL, 有 

r(R,4l,Rul,s RS pd) (Ra Eu 1, RS 51) 

3r(E lik RO 81) NAR letts ka) 


ett DL (kitorik) 
ST "hup Ete Db Ral 


(k. its —1)! (R rhete sor Ra)! n 
和 Rake Rat 


M Bero 48838 Par aku EA F 9E. nm G , 
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Go G, 用 r(GG， G. RARR RRE n iq 
K, Hg- 33 Fa m FRE S P FE PRSE, 下, 总 有 一 个 子 图 G: 
(ix), 它 的 每 一 条 边 都 是 第 i 种 颜色 如 果 G; 是 k 阶 完全 
图 (axisim), v(6,G,,---,G,) 就 是 前 面 定义 的 拉 姆 瑟 数 
TUG es s). UO TEE G Gos Go) 看 成 -一 种 广义 
IB SE. CORDAS Sm), Ho Tr Ens ,kw) 二 
TURKS K, DEE, B rU, 0, ,Gn) 也 一 定 存在 . 
RARER IE ELS ERE rs use ,km) 的 值 , 但 对 于 基 些 特殊 
的 图 Gio Gatti, Gms ATARE (G, Goste, Ga) 的 值 ， 下面 
是 … 个 简单 的 例子 ， 

定理 6.13 设 T 是 一 个 1 阶 械 , 则 

T(K,,T)=(s—1)(t—1) +1 (6.18) 

首先 证 明 一 个 以 下 要 用 到 的 简单 结果 

引 理 6.14 如 果 0(G)2::—1, JUI G 包含 与 任意 的 阶 树 
ARSTE. 

证 对 t 归 纳 ， t==1 了 时 结论 显然 成 立 ， 假 定 当 i<n 时 结论 
Hor, AGRE 9(G)zn—1,3UT RE — 4 n rb, n 守 2， 任 取 
TRR — EE BUS v, Xit vi 是 下 中 与 相 邻 的 顶点 , Ti 二 TT 一 vz 是 
n-iBrM,. BIO(G)2n—1»(a—1)—1, 由 归纳 假设 , G 中 有 与 
Tj aft P R8 G1, 设 G1 中 与 对 应 的 点 是 i， 因 5(6) 之 n 一 1， 
ko fe pu UR vi, EON 是 G1 的 顶点 ， 显 然 拒 以 连同 边 
vy 33] G, ERAISTEA HPE. O 

定理 6.13 的 证 明 . 

把 六 (pen 的 顶点 均 分 为 8 一 1 部 分 ,每 一 部 分 恰 有 {一 1 
个 顶点 . AMAN 对 顶点 帮 用 查 边 相连 ， niama 


Vivi " TH 部分; poe 
ERE RE, pan e sP FK, 又 因为 每 - -部 
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SAR (91 个 顶点 , 故 任何 -个 主 阶 树 中 必 有 分 别 属于 不 同 部 分 
的 顶点 ,从 而 树 中 一 定 有 红色 的 边 , 即 不 存在 全 是 蓝 边 的 主 阶 树 . 
综 上 所 述 ， 有 
T(K,.T)(5—1)(5—1) 41 (6.19) 
A-AA s 进行 归纳 。 当 s BEI K. nai 7 Ki 可 
以 认为 它 就 是 边 全 为 红色 的 KK1. 设 对 于 <n, E Kunanti 
的 一 个 红 ， 蓝 二 色 的 边 着 色 时 ， 总 出 现 企 为 红 边 的 五 或 全 为 蓝 
iR eB EIE s=n 的 销 况 , 任 给 Ko-oo-null) — 7. E 
二 色 的 边 着 色 ,假定 其 中 不 含 边 全 是 蓝 色 的 IMAT 令 由 全 体 
蓝 边 生成 的 边 导出 子 图 为 互 , 因 五 不 含 t MRT, 故 由 引 再 6.14, 
Hp EATUR "使 得 du(o) t 2, NIE Kecoocourhtsv 
关联 的 红 边 部 数目 必 不 小 于 (% 一 DD(t 一 1) 一 (1 一 2)=(% 一 2)(i 一 
1) +1。 ERRI o 关联 的 (2 一 2)(t 一 1) +1 条 红 边 ,考虑 这 些 边 
RET v 的 那些 端点 在 开 w -oo -b+ 中 的 导出 子 图 ,因为 这 个 导出 
子 图 不 含 全 目 蓝 边 构成 的 主 阶 树 克 ， 从 而 由 归纳 假设 可 知 其 中 必 
含 全 出 红 也 神 成 的 Kan 由于。 与 五 :的 每 一 个 顶点 都 由 红 边 
相连 ,于 是 Ka-nu-on AF Io V EK, 就 是 边 全 为 红色 的 Ka 
D3 


r(K,. T) (s—1)0—1) 1 (6.20) 
综合 (6.19) 与 (6.20) 立 即 得 到 定理 的 结论 . C] 


DS rss mrs. 
CD HM recs 2. 

(C 利用 r6 RONEN r, <ire, 

(3) b£nH r,<17. (Greenwood 和 Gleason ELE z, 717.) 
6.2.3 WE 
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O) rCP4,C,)n, PoC) 75; 

(2) r(C4CJ 一 6 

(3) 用 归纳 法 证 明 v (P, P.) 一 2 十 2。 (n2:3.) 

6.2.4 证 明 G-=CsVC 不 包含 天 ,但 若 用 2 种 颜色 染 G 的 每 一 条 过 
时 , 必 出 现 一 个 单 色 己 角 形 。(R. L. Graham) 

《对 于 mLa iA Sm, O RRE FEREG 可 能 最 小 的 顶点 数 : G 
不 包含 天 ,但 用 2 种 兰 色 染 G 的 每 一 条 边 了 时 必 出 现 一 个 单 色 的 K.. A 
说 明了 内 3,6) 委 8， 实 际 上 已 证 归 f(3.8) =8， 但 现在 还 不 知道 信 3,5) 的 
M. Folkman 1970 年 构造 了 一 个 不 含 天 ,的 图 ,但 用 2 种 颜色 架 它 的 边 
总 会 产后 音色 三 角形 .) 


6.3 图 兰 定理 


ARE G HTAR V =F (G) 可 以 分 划 为 了 = V,UVSU--- 
UF, iE BVeO Oi b) BV, = Qj 1i, jk), X. 
G[V Ja «is &) RERE, MGRA KE. GIVE RR 
为 G 的 部 ， 又 若 Fi 的 任 一 个 预 点 与 了 ,的 任 一 个 顶点 之 间 恰 有 一 
ALAE W) G 称 为 完全 BH. 

Wk. EPA ksr UREA RME ARN » RR 
最 多 能 有 多 少 条 边 .这 个 问题 是 匈牙利 数学 家 图 兰 (P、Turin) 于 
1941 年 提出 并 解决 的 ， 

在 给 出 图 苦 的 结果 之 前 ,首先 证 四 下 面 的 定理 。 

定理 6.15 WET =V (G). #RE]G A kM 222 M K, JM 
存在 一 个 以 下 为 顶点 集 的 k—1 部 图 H, ERAF dg Ir ee V ADS 
tekr)Senx(z)， 而 且 当 G 不 是 完全 一 1 HEN HEC 
A z€ P ER d. (z)<d,(z), 

证 ”对 进行 归纳 ， 当 =2 时 ，G 是 空 图 ， 这 时 只 需 取 
H-G, 

设 定理 的 结论 当 kn HERY. BE kcn tiw ER 
@ 的 一 个 度 最 大 的 顶点 u, = NOR uw 的 邻 点 集 ， 因 为 9 


1 


RAE Kik G= GL W IREA Ku, REDARE rE + 
DW 39185 AS &—2 部 图 H EEE ze W E 

do (r)sda (a) (6.21) 
把 再 的 每 个 顶点 与 ANP 的 每 个 顶点 之 间 连 接 一 条 边 ,所 得 的 图 
记 为 万 ， 因 为 图 及 中 没有 连接 Y NW. 中 的 顶 虚 的 边 , 所 以 吾 为 k 一 
1 部 图 ， 由 于 瑟 的 任何 一 个 项 点 与 F\W 的 任何 一 个 顶点 之 阅 在 
站 中 都 有 边 相连 ,再 由 (6.21) ,可知 当 xEW 时 


dola) Kdl) (6.22) 
mA zcVNWRBE ET v dE G rb RERCKIS TIUS A 
do(z)&do(u)- |W|-dzs(z) (6.23) 


把 (6.22) 与 (6.23) 联 合 在 一 起 就 证 明了 定理 的 前 半 部 分 ， 
用 反 证 共和 证 明定 理 的 后 半 部 分 。 如 果 
do(z)-d,(x) 《对 一 切 zEF) (6.24) 
那么 -- 定 有 
da (z)=d;(z) (MLEW) ` (6.25) 
kak E AUTRA z €W de (2) du Gn), 由 于 在 五 中 ro 与 
VAW 的 每 个 顶点 相 邻 ,将 导致 de(zo)<ea(zo) ,与 (5.24) 矛 盾 。 
根据 归纳 假设 .是 完全 天 一 2 部 图 
由 (6.24) ,当然 有 
d.(z)5d,(z) 〈 对 一 切 z€ W) (6.26) 
由 (6.25) (6.260 DARE fE 8 z€ W 55 W i dg — uen 
PREUR, Ane HEATA z € W 4.58 W ñ 4g — 4 
MAN. TEE HENT z€ W SW rh 的 每 一 个 顶点 相 邻 ， 
从 而 W ipfis fe a Bi 4° Tü 8 TE Gp RAD SRL W 中 将 有 度 大 
TFI LISTAS 3X 5 Q ROCK ESECE IW IRB. 故 G 可 由 完全 
k—2 部 图 G4 与 空 图 GLW HARNA 3 LG E Së 4 k-—1 部 图 
与 已 知 包 盾 . D . 
引 理 6.16 — > Biz k—iBWBDEA I A 的 充分 必要 条 
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件 是 它 的 任何 两 部 的 顶点 数 最 多 相差 1 . 

证 首先 指出 ， 如 果 一 个 完 仗 & 一 1 部 图 中 有 了 两 部 的 顶点 
数 的 差 超过 1， 它 的 边 数 不 可 能 最 多 ， 设 这 个 图 的 各 部 的 顶点 
osea, (s, mas 不 妨 假 定 m mio, CF 是 其 边 数 为 


i) omm, 
Jain e 
MMEM Mit MÈ Mgt tt + mua) 
[rp 
二 mm > mim; 


sey RAI 
n -1) 014-1) + ^m,-1)m + so ma) 
+ Cm (mst et nm.) 


+, > mm; (6.27) 


——" 

J&R ICE AMON m, 的 部 减少 一 个 预 点 ,顶点 数 为 m. 的 
部 增加 一 个 顶点 ,其 它 各 部 的 顶点 数 不 变 , 这 就 得 到 -个 新 的 完全 
k—1 部 图 ,不 等 式 (6.27) 的 右 端正 好 表示 这 个 新 定金 上 一 1 部 图 
的 边 数 ， 因 此 原来 的 一 1 部 完全 图 的 边 数 不 可 能 最 多 . 

如 果 + 二 (8 一 D1+7(07<8 一 1), 设 vy 阶 完全 一 1 部 图 C 
(ti Ss T = V (GR k—1 4r3IDSV —ViUV:U---UV,-o RE 
TAS VAI DTIGARDIOTEGR 2E 1. FREH V Voet 
Ves ff r T.A 9888925 T+ 1 其 中 丛 有 k-1—r4 4 
n 点 数 为 L。， 因 此 ,任何 两 部 绝顶 点 数 最 多 柑 差 1 的 v 阶 完全 

- 1 剖 图 的 结构 相同 , 故 在 同 构 的 意义 下 , 这 样 的 图 此 唯一 的 ， 
satin 了 引 理 6.16。 口 

以 了 -表示 边 数 最 多 的 > 阶 完全 有 一 1 部 图 ,用 所 -2 
走 示 它 的 边 数 ， 如 果 以 ex (v, KL) ORI A Bre: 图 的 > 阶 图 
的 最 大 边 数 , 则 有 下 面 的 定理 。 
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定 现 6.17( 图 苦 定理 ) erlr, Kt iO ER T, (v) E 
不 含有 阶 完全 图 旦 边 数 等 于 到 -区 7) 的 唯一 的 图 ， 

证 REGRA K. 由 定理 6.15， 存 在 一 个 以 了 一 
VOR AO k 1818 B. 080 

d,(x)&ds4(x) (对 一 切 *EV) (6.28) 
故 
e(G)e(H)st,-i() (6.29) 
TAT, OYRÉE Ktk eso K)et ato). 

X B e(G) et, i), H (6.29) sf An e(G) 72 (H), W H 
(6.28) 可 知 do (2) 2 da (a) Od —B) z€ V). 由 定理 6.15 知 G 是 
党 全 类 一 1 部 图 .根据 引 理 6.16, 边 数 为 -1(Y) 的 完全 一 1 部 图 
REET. 0) MG TO). D 

与 拉 姆 瑟 问题 类 似 , 可 以 考虑 推广 的 图 兰 问题 . W G, 是 一 个 
EB) BD, vk. RRNA APEE G, 的 图 的 最 大 边 数 
ero Go) ,并 确定 合乎 上 面条 件 且 边 数 达 到 ez(v,G, BI. 有 关 
这 一 类 问题 的 研究 已 发 展 为 图 论 的 一 个 重要 分 支 一 - 极 信 图 


3 a 
6.3.1 不 包含 Ko SERIE AEN S Rit 
6.3.2 WERE AERAUN, EL e 7 MONEIN. 


83.3 证 明 不 包含 长 为 -的 路 的 2 阶 图 的 边 数 FE TL, 


$34 设 1<k<y, 用 好 纳 法 证 明 有 所 一 Dv 一 (和 +1 atio But 
仿 一 个 最 小 并 为 的 于 图 
6.3.5 EMIA an» (P) eise e c EM. 


6.3.6 在 9 信人 之 问 , 有 1 个 人 认识 2 个 人 ，2 个 人 各 认识 4 个 人 ,4 
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TAAAUWIRSTA, 其 祭 3 个 各 认识 6 TA, 证 明 有 3 个 人 他 们 互相 都 认 


3. 
8.8.7 MARERE TERRAE FT £ bgt, 总 有 8 名 棋 手 申 任 司 两 人 


都 没 赛 过 ,或 是 有 5 名 拱手 中 任意 两 名 都 赛 过 了 。 车 两 名 横 手 只 赛 一 盘 , Pl 
只 要 具 赛 过 多 少 鼻 , 就 出 现 4 名 棋 手 他 们 两 两 之 间 都 赛 过 了 ? 
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第 七 章 图 的 着 色 


7.1 MARE 


如 果 某 两 种 化 学 药品 接触 后 会 产生 有 省 反应 , 为 了 各 免 属 
外 ,它们 就 不 宜 存 放 在 一 起 ， 假 定 有 # 种 化 学 药品 ， 问 至 少 把 它 
们 分 多 少 处 存放 ,才能 保证 安全 。 我 们 看 一 看 怎样 把 这 个 问题 化 
ELIGO NEUE IUD NUT TE 
宜 放 在 一 起 ,就 把 顶点 vue, 用 一 条 边 连接 起 来 , 于 是 得 到 一 个 图 
G. 假定 已 经 给 出 药品 的 一 个 贮存 方案 ,把 方案 中 存放 在 同一 处 
的 药品 相对 应 的 顶点 染 成 同一 种 颜色 , 这 样 就 可 以 用 图 G 顶 点 的 
染色 情况 来 表示 药品 的 贮存 方案 。 看 药品 的 一 个 凡 存 方案 是 否 安 
全 .只 需 看 图 G 中 任何 两 个 相 邻 的 顶点 是 否 染 上 不 同 的 颜色 。 于 
是 安全 贮存 药品 的 问题 变 成 了 下 列 图 论 问 题 ， 至 少 要 用 多 少 种 颜 
ENE] G 的 顶点 ,才能 使 任意 两 个 相 邻 顶点 的 颜色 不 同 ， 这 就 
引出 了 图 的 顶点 着 色 概念 

把 一 个 图 的 顶点 染 二 颜色 称 为 图 的 顶点 着 色 , 或 简称 为 图 的 
着 色 ， 凡 使 图 的 任 一 对 相 邻 硕 点 具有 不 辣 颜色 的 顶点 着 色 称 为 下 
党 的 顶 点 着 色 ， 由 于 这 一 章 里 所 关心 的 总 是 正常 的 顶点 RG, Ñ 
此 车 不 加 声明 ,下 文中 所 说 的 项 点 着 色 均 为 正常 的 项 点 著 色 ， 如 
果 某 一 个 着 色 中 所 局 的 颜色 孝 目 不 超过 ,就 称 这 个 着 @ 39 k 38 
S. BARBARI AC 则 称 G 是 加 可 着 色 的 ， 使 得 G 是 可 
省 色 的 的 最 小 值 称 为 G 的 点 色 数 ,他称 为 色 禾 , 记 为 X(G)， 车 
Xx(Q)=, 则 称 G 是 色 图 ， 如 果 G 的 着 色 只 用 到 X(G) 种 颜色 ， 
则 称 这 个 着色 为 最 小 敌 色 ”图 7.1 中 给 出 了 所 示 图 G 的 一 个 3 着 
色 ,顶点 旁 的 数字 表示 项 点 染 的 是 第 几 种 颜色 由 于 这 个 图 不 存 


* 151° 


dkE243 6, mU x(G)-3, HIG ES 
色 图 ， 而 且 图 孙 的 是 一 个 最 小 着 色 . 
按照 定义 ， 有 环 的 图 不 存在 正常 
着 色 ， 此 外 对 于 有 重 边 的 弄 环 图 G， 
只 要 给 出 它 的 底 图 的 一 个 正常 着 鱼 ， 
就 可 以 得 到 @ 的 一 个 正常 次 色 . 岂 此 ， 
在 有 关 图 的 顶点 着 色 的 7.1,7.2 与 
7.8 各 节 中 ， 假 定 所 讨论 的 图 都 巧 简 


给 图 G 一 个 着 色 实际 上 相当 于 对 台 的 顶点 集 V (8) RMA 
的 颜色 给 出 一 个 分 划 ,分 划 的 每 一 部 分 都 是 图 G 中 的 猪 rf. K 
之 ,如 果 给 出 F(G) 的 一 个 分 划 [F5 和 Fa 了 口 , 且 每 个 F: 都 是 独立 
88, mih. 那么 这 个 分 划 也 给 出 了 @G 的 一 个 着 色 ， 因 此 ,以 后 
常用 F(G) 的 分 划 [FF 表示 @ 的 一 个 顶点 着 色 ,并且 这 时 总 
是 假定 其 中 每 个 VV; 是 独立 集 ， 

求 图 的 色 数 是 顶点 着 色 理论 中 的 一 个 重要 问题 显然, 只 有 
空 图 的 色 数 是 1 ,只 有 非 空 2 部 图 的 色 数 为 2 .虽然 一 般 也 可 以 
说 图 G 的 色 数 为 的 充 要 条 件 是 G 为 部 图 但 不 是 一 1 部 图 ， 
可 是 这 样 的 论断 的 意义 不 大 ,原因 在 于 当 之 2 时 ,没有 判断 一 个 
图 是 部 图 的 有 效 方法 ， 对 于 个 别 图 类 ,虽然 比较 容易 断 定 它 的 
色 数 .例如 ? 阶 完全 图 ,的 色 数 为 *, 但 是 对 于 一 般 的 图 , 计算 
色 数 此 一 个 很 难 的 问题 ,给 出 最 小 着 色 自然 就 更 为 困难 了 ， 下 面 
介绍 一 个 着 色 方 法 ,虽然 用 它 一 没 未 必 导 出 图 的 最 小 着 色 , 但 仍 不 
拓 为 对 图 着 色 的 一 个 有 效 方法 ， 

BRE, src RR-A ise j BELLE 
与 四 是 不 同 的 ， 设 『(G) T (ru nol n.) BE o) HERCLE. 
当 r RE n 的 邻 点 时 , 仍 把 v. 染 成 颜色 G 否则 把 它 染 成 @@. 一 
般 说 来 , 当 已 经 把 ax 染色 而 得 到 CGI (im) SEE IR. 
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在 使 得 GL (o, ma ERRERA AKNET, BER Roh 
的 颜色 来 染 顶 点 vias 这 样 一 直到 把 G 的 全 部 顶点 染 好 为 正 ， 这 
种 不 管 最 终 的 效果 如 何 ,而 只 是 竭力 用 标号 最 小 的 颜 色 去 染 腿 前 
直到 的 顶点 的 算 丰 称 之 为 信 林 算法 (参看 定理 3.14 后 的 说 Bl), 


对 于 同一 个 图 K... B17.2( 4) 与 7.2(5) 给 出 了 其 预 点 的 两 
TORBUSMUT. XT. 7.2 (a WU HE A SERA Jede n Rex. 
IR r, 5 v, 不 相 邻 ,把 vs BAROD, BET e; 55 ne RID os 必须 染 
D, n 5 b HR BERO. e; 与 92.94 WAR UAD. imie 
下 去 ,ne edo, o BAD, RET 4 种 颜色 ， 而 在 7.2 (5) 中 
AH G ER AEREE BERTEHE vi ra es s 都 染 成 全 ,bs、vs、 Vr, 
GARRO, RET 2 种 颜色 . 由 此 可 见 , 对 于 图 G 的 顶点 的 不 同 
排列 ,用 仿 穆 算法 染色 所 用 的 颜色 的 数 且 可 能 不 同 。 适 当地 排列 
图 @ 的 顶点 顺序 ,就 可 能 以 较 少 的 颜色 用 贪 热 算法 染 好 图 C@， 自 
然 会 提出 这 样 的 问题 ， 是 否 对 于 任意 的 图 都 存在 一 个 顶 S MUY: , 
使 得 按照 这 个 顺序 用 贪 束 算 法 就 能 得 到 最 小 着 色 呢 ? 回答 是 肯定 
t. RERE XG) =k Vs,…,V J] 是 的 一 个 最 小 着 色 、 
那么 ,只 要 把 了: 中 的 顶点 排 在 前 面 ,然后 排 了 : po OUR, BERTI 
Fa 中 的 顶点 ,如 此 下 去 ,直到 把 Va 中 的 顶点 排 完 ,并 按照 这 个 须 
序 ,用 贫 禁 算法 对 G 着 色 ,显然 只 当 染 到 六; 中 的 点 时 , 才 用 到 第 i 
PAE. AI ARANE GERNE ELV VaV]. 
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利用 偶然 算法 ,可 以 得 到 图 G 色 数 的 一 个 于 界 . 
定理 7,1 W k= maxó (H), 这 里 的 五 到 痪 G 的 所 有 的 导出 
子 图 . 则 
X(G)<k-+1 (7.1) 
dE dUPHSEHUM G LASCO. AGHI 一 个 项 总 
n. d. one Hua Go dv). HEERA H... NIE A 
DITEES TIER I SNC E EIE 
ra). WRR eise POT) ERR dus (n D LR. REFA, 
就 得 到 一 个 点 列 21.52, es 根据 这 个 点 列 的 作法 ,可知 点 列 中 的 
AS TUS r, RESEM. oscuro k PUR BUS. 因此 
如 果 按 nene OUT ERI SERRA UN 染色， 最 多 只 会 用 
k +1 HAE XOS. D 
推论 7,2 ”对 于 任意 图 Gf， 有 
X(G)<4(G)+1 (7.2) 


证 因 G 的 任意 导出 子 图 吾 均 有 6(H)<3(G),di Ë BE 7.1 
立 得 推论 ， 口 

推 沦 7.3 如 果 G 是 连通 的 , 且 不 是 4 正则 图 , 则 X(G) 
<4. 

证 ”由 定理 ANE DEBI2T G h f f S H + B H 38 f 
à0D«4-1, #H=G, 因 G 不 是 4 正则 图 , oA- 
如 果 刀 是 G 的 真子 图 ,由 于 G 是 连通 的 , 履 有 s€ V(H)yCV(G)N 
VCH). ff zy € E(G) ,从 而 dale) < dale) <2, B BC) < 
dy(xY&4d—1. D 

定理 7.4 如 果 XOR G 中 存在 个 顶点 ,它们 每 一 
个 都 至 少 有 太一 1 个 邻 点 ,并 且 这 些 邻 点 的 度 均 不 小 于 一 1。 

证 EFC) DRY = (sse HRY om [ness 
的 顶点 的 度 不 小 于 一 ,Vs HARKE h Fk- B EV: Sr 
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AD Vi? c (nus Mur IP sauer VIP 中 的 顶点 在 
Visi ogg k —1 ARR V RRE V. 中 的 邻 点 数 小 于 天 
一 1. 如 果 能 够 征明 |7V 40 | 二 7 之 k, 则 定理 获 证 ， 事 实 上 ,V9 中 的 
顶点 在 Vs 中 至 少 有 关 一 1 个 邻 点 ,根据 V 的 定义 , 这 些 顶 点 的 度 
都 至 少 为 上 一 1， 因 此 , 只 需 取 了 各 中 任意 天 个 项 点 充当 定 理 7., 
PERN k AH EK. REIA 证 法 说 明 | 种 | = k. AX 
TERRA BI eC ROSE tutes ttt tes tst, 
用 贪 村 算法 着 色 ， 央 r<k, feb VIO 中 的 顶点 时 至 多 需 用 & 一 1 
种 颜色 ， 又 『 上 所 中 每 个 顶点 在 V, 中 的 邻 点 数 小 于 8 一 1, 因此 染 
?中 的 顶点 也 至 多 需 用 一 1 种 颜色 ， 最 后 , 由 于 :中 的 顶点 
WEF R 一 1, 染 它们 也 最 多 需 用 F--1 种 颜色 。， 从 而 用 & 一 1 
种 颜色 就 可 以 把 G 的 全 部 顶点 染 好 ,这 与 XCG) - k F. H 

推 沦 7.5 na X(G)= k , 则 G 中 诬 不 小 于 上 -1 的 顶点 数 
日 至 少 为 Xk， 并 且 此 度 不 小 于 一 1 的 顶点 数目 愉 为 时 , 则 G 含 
de kB. 

证 显然 ,定理 7.4 RELIER G rh #F£E kA EEDA k —1 
HAA. PG RESA k — 119 DOR RU sos, t kA 
点 就 是 定理 7.4 h AEREE ART. HR e, 与 不 相 
邻 , 关 六 有 不 少 于 k T1 AEDA 天 一 1 的 邻 点 . BBH v: H 
SB ug {ieat ohu DERDAH 下 一 1, 这 与 6 中 愉 有 天 
AEDA k-11 的 顶点 的 假设 矛盾 、 于 是 {p ss) 是 他 的 天 
Wl. GPSI R —1 的 顶点 上 只 有 这 杰 个 , 履 {p v) EG 
ByME— Mi. [] 

Mti 25] An 8 38 PES eE £26 4h c1 XB H W 815 
完全 图 的 色 数 确实 达到 了 了 1.1941 hi PE ACE (R.L. Brooks) 
证 明了 在 连通 墨 中 具有 有 这 两 个 终 类 中 的 图 的 色 数 才能 达到 
dl. 

定理 7 ,6( 布 鲁 旧 斯 定理 ) ”如果 G 是 简单 连通 图 ,并 且 不 是 奇 
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Bi, ELTERE, M x(G). 

证 首先 ,根据 推论 7,3, 可 局 限于 讨论 G 是 IEEE. 
其 次 .可 以 息 定 A(G) 守 3， 因 为 当 4=0 或 1 时 , G 只 能 是 1 阶 或 
2 阶 完 全 图 ;而 当 4 =2 时 ,除了 知 围 外, G 只 能 是 侦 轩 ,而 当 G 为 
MENERA X(G) 魏 A(G)， 最 后 ,还 可 以 假定 G 是 2 连通 的. 
否则 G 可 以 看 成 它 的 块 在 制 点 逐步 粘 含 起 来 的 ， 如 果 ，” 是 一 些 块 
的 公共 顶点 ,只 要 这 些 块 是 4(G) 可 着 色 的 ,就 可 以 把 各 块 中 顶点 
的 鼎 色 适当 调换 ,使 得 它们 在 o 染 有 相同 的 颜色 , 从 而 得 到 以 2 为 
公共 顶点 的 各 块 构成 的 图 的 4(G) 着 色 ， 

4 中 存在 顶点 w， vi 5g 9 是 它 的 两 个 不 相 邻 的 邻 点 , H. 6 一 
{fesses} 是 连通 图 事实 上 ,因为 G 不 是 完全 图 , 故 有 不 相 邻 的 顶点 
z 和 y ,及 连接 z+ 、 的 最 短路 Purus y Hr cite y E 
伍 性 可 以 排出 与 z, URIM, Eons, 0x; vum mulos, 
eL: E n. 的 两 个 不 相 邻 的 邻 点 ， 如 果 G 的 连通 度 不 小 于 3 , 则 @G 一 
fo 是 连通 的 ,上述 的 nzayty 符 合 所 求 .如 果 公 的 连通 魔 为 2 , 
I GI TERR n E Ge AAR Wk Gv, SE p tg & Bi + 
Ikah 3.2 5n3C UP E p PARED os 在 这 两 个 端 块 中 至 少 各 有 
一 个 邻 点 ,县 这 个 邻 点 不 是 G-v, 的 割 点 ,否则 G 将 出 现 割 点 ,与 G 
2 AN T WI. Les 与 2 是 2 的 分 别 属于 不 同 端 块 的 上 述 邻 点 ， 
显然 r 不 相 邻 ， 又 因 d. (e,)=4(0)2>3,8k G— {210} 05 

为 了 证 表 L(A) WERTH ARMARE B G Ë; 
一 个 4 dEG EG (osos) rh S o, AE vs ROAD Rove EG 
{et} 中 不 属于 顶点 集 {v。-1,0,} 但 与 其 中 的 顶点 相 邻 的 顶 点 , 等 
等 . 在 图 @ 中 对 顶点 列 museo ETRE, H or 与 0; 不 
HW. ETHER ED KES v, (35 jce— D BUS. 排 在 其 后 的 
某 个 顶点 相 邻 , PTH EK ñb E BD, @ 中 的 某 个 
颜色 疹 色 .最 后 ,由 于 *, 有 两 个 邻 点 1 及 sz 的 颜色 相同 ,因此 的 了 
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TUAESURZ—IRBi. MARAR, ba BO, @,……， 
Q XT BU 3638 z,. U 


= HH 


7.1.1 RIOS Uim), dG)2d()2- aa SE G fy 
RRA, k ERE ecd +1 STEEL AS IERI y(G)<k. 

7.1.2. 证 明 对 于 任意 图 G 都 包含 长 为 x(G) 一 1 的 路 。 

7.1.3 ”证明 对 于 任 一 个 非 空 图 G 有 以 下 性 质 ， 


D 。(@)>( ”9)), 有 全 等 式 成 立 的 图 必 为 完全 图 ， 


2) x (OV Z: 1, 

7.1.4. 设 G 是 v 队 简单 图 ,5 是 它 的 补 图 ,证 明 ,x(0) 二 x(@) oL. 

?.1,5 ”证明 对 于 任意 图 G 有 

D a(G)x(G)2»(6); 

2 (x (0) 22V v, FUE » sk, Hed EROS E 
G. 

7.1.6. 车 对 简单 图 G 的 任 一 个 顶点 都 有 x(G 一 +)<x(0), 则 称 G 是 
(关于 点 着 色 的 ) 点 临界 图 ; 若 对 G 的 任 一 条 边 。 有 x(G 一 0)<x(G), 则 称 Q 
,并 且 著 此 时 x (8) =k, HIE G EM k A 
显然 无 孤立 点 的 边 临 界 图 必 为 点 临界 图 ， 验证 图 
7.8 ESSE RI MER PHI 


图 7.3 


7.1.7 证 明 叭 一 的 1 色 点 临界 图 为 万 ,唯一 的 2 色 点 临界 图 为 KE 
一 的 3 色 点 临界 图 为 奇 圈 . 
?7,1.8 证 明 车 @8 是 天 色 点 徇 异 图 , 则 (8) 28 1, 
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7.1.9 证 明 边 临界 图 中 的 时 不 可 能 是 顶点 割 。 

7.1.10 证 明 

(D) x(GVG) 9 xG) x(G), 

(2) G,VG, 是 边 临界 图 当 县 仅 当 GO. 家 是 边 临 界 图 : G VG: AER 
界 图 当 且 仅 当 G..G, 都 是 点 临界 图 。 

7.1.11 对 于 图 G 的 任意 两 个 顶点 u,v, 假 定 给 G 一 个 EOS AR uv 
总 是 同色 或 是 不 同色 , 则 称 G 是 上 唯一 可 着 色 的 

(1) 设 @ 是 天 唯 一 可 着 色 的 , 它 的 六 着 色 导 出 的 F(G) 的 分 划 是 [7:， 
ees, Y. EH GUV Ves ns Vau 1E k 1E TER S. 

(2) 证 明 G 是 2 唯一 可 着 色 的 简单 图 的 充 要 条 件 为 @ 是 连通 的 二 部 图 . 

(3) 证 明 唯一 可 着 色 围 是 R 一 1 连通 的 。 


04) 证 明 » 阶 和 唯一 可 着 色 图 的 边 数 不 小 于 (一 Dy 一 上 和 二， 
UER: de FC) 划分 为 ECQU UY DKM, 1ecie je 
[EGEF DIDF +F] T1) 
(5) 对 于 2<h<n， 构 造 一 个 * 阶 唯一 可 着 色 图 ,使 其 边 数 为 
Q- 


y 
7.1.12. 验 让 下 面 的 图 (图 7.4) 不 含 三 角形 ， 但 它 是 3 椎 一 可 着 色 的 ， 
( 哈 拉 里 等 人 已 证 明 对 于 所 有 的 n2>3, MEEDA n Bl n E— LEGE.) 


图 7.4 图 7.5 Gritzseh [8 


7.1.13 HUP 38(Grëtzsch. HH) 图 不 包含 三 角形 , 但 它 的 色 数 是 4. 
《应 带 希 证 明了 对 十 任意 大 于 1 URGERE Le EDU KATE k NOR HADH 
证 明 不 存在 10 阶 的 不 包含 三 角形 的 色 数 为 4 的 图 。 
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7.2 色 多 项 式 


本 节 讨 论 的 图 一 律 是 标定 图 ， 即 认为 图 的 顶点 部 是 有 标 记 
f. 

AE Ë Ff EAR A4 2E — BIN k BI Cn AIORA 
图 着 色 有 多 少 种 不 同 的 方法 ， 由 于 标定 图 的 项 点 是 有 区 别 的 ， 所 
以 只 要 有 一 个 顶点 桨 的 斋 色 不 同 ， 就 认为 这 是 两 种 不 同 的 着 色 ， 
BRE Es, 依次 把 它 的 顶点 visos os ARE R REMAK 
当成 红 、 蓝 ,黄色 ,就 是 两 种 不 同 的 着 色 . 以 a (OARA k HME 
的 全 体 或 其 一 部 分 对 图 着 色 的 所 有 不 同方 法 的 数目 ， 本 节 将 证 
Wl xs (k) 可 表示 为 有 的 一 个 多 项 式 ,因此 r OMNO GEN 
A. 

” 显然, 当 <X(G) 时 ,re( 有 一 0, 当 有 >X(G) 时 ,re( 有 >>0， 
因此 X GRIN ns 0070 的 最 小 自然 数 R. 于 是 ,如 果 求 出 一 
个 图 的 色 多 项 式 ,就 很 容易 算出 它 的 色 数 ， 可 是 一 般 地 说 , 求 图 的 
色 数 是 十 分 困 玲 的 ,这 就 说 明 求 色 多 项 式 也 是 十 分 困 蕉 的 ， 但 是 ， 
对 于 某 些 特 殊 的 图 类 却 不 难 求 出 其 色 多 项 式 ,下 面 给 出 两 个 例子 ， 

例 1 EKON 

解 ” 因 为 不 管 把 E, 的 每 个 顶点 染 成 什么 颜色 .都 将 给 出 E, 
的 正常 着 色 ， 所 以 E, 的 每 个 顶点 可 以 染 成 种 颜色 中 的 任 一 种 
BEETA z = C) RP, 

例 2 xs 00. 

解 HEEL IESUS Ros BERE k ETA, s 
第 二 个 顶点 mm 时 ,由 于 os n B. PU RTL RETTORE 
KERR KRH m () RUE D e (em D, 

下 面 给 出 一 个 用 北 推 公式 算 色 多 项 式 的 方法 . 

定理 7.7 对 于 简单 图 G 的 任意 一 条 边 。, 有 下 列 等 式 : 

s Ur) mo (1) o (Ë) (1.3) 
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或 Hac, (Uc) m ro C) + ma SCR) (7.4) 

dE (7.3)5 (7.4) Jes tio, RERA.. Wreuv, 
G 一 e 的 全 体 着 色 可 以 分 为 两 类 :一 类 使 * 与 ?的 颜色 相同 , 另 一 类 
使 与 9 的 颜色 不 同 ， 不 难看 出 , 前 一 类 着 色 与 Ge 的 全 体 着 色 
之 间 存 在 一 一 对 应 ， 而 后 一 类 着 色 与 G 的 全 体 着 色 之 间 存 在 一 一 
对 应 ， 因 此 mo- (RE) mma CR) e me (8), [D] 

(7.3) 布 端 涉及 的 两 个 图 G —e 和 G- e 的 边 数 都 比如 的 边 数 
少 ,因此 反复 应 用 (7.3) 就 可 以 把 xc() 表 示 为 若干 空 图 的 色 多 项 
式 的 代数 和 , 注意 到 例 1 的 结果 就 会 知道 re(R) 确实 是 的 多 项 
式 . 这 种 求 色 多 项 式 的 方法 通常 称 为 减 边 法 , 

WEE H po ERR PARADO TRU RI v, G= H +u, (7.4) 
就 变 成 了 z (h)==¿(h) + re.s(R)。 反复 利用 这 个 等 式 , 可 以 把 
za(R) 化 成 一 些 完全 图 的 色 多 项 式 的 和 这 种 求 色 多 项 式 的 方法 
通 当 称 为 加 边 法 ， 当 一 个 图 的 边 数 较 少时 ， 用 减 边 法 求 色 多 项 式 
较为 方便 ; 当 图 的 边 数 较 多 时 ,用 加 边 法 求 色 多 项 式 较为 方便 ， 下 
面 给 出 两 个 求 色 多 项 式 的 例子 ,为 简便 起 见 , 图 的 色 多 项 式 用 相应 
的 图 的 图 形 来 表示 。 

例 3 用 减 边 法 求 色 多 项 式 


(ll. -] 


BL 7.6 
zk'—3kx3ki—k-k(k—l1Y 
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例 4 用 加 边 法 求 色 多 项 式 


DO 


B. 


—k(k—1)(k—2) 


定理 7.8. 设 图 GG 有 +» 个 顶点 ,e 条 边 ,@o 个 分 支 ; 则 


20 Y? C- ta h": (7.5) 


i-e 
这 里 a,71,0,56,8/20,0xitv—a, 


证 对 v1 进行 归纳 ， 当 wte=1 时， 为 单 点 图 ， pz 二 1， 
£70,0—1,0.5) BARI. 
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假定 对 于 所 有 顶点 数 与 边 数 的 和 小 于 >+e 的 图 ,(7.5)》 都 成 
X. FRF» 个 顶点 ,* 条 边 , o AIER GEN (7.5)。 首 
先 可 以 假定 >00. HE e 0. M G — E, no (E) =k", (7.5) 显 然 成 
3r "4620 BF. R ue C EG), HA G,—- G—uv, G,—G.-uv, H 
TF (G,)=>(0)=>x,e(G)=e(G)—1==-—1, 而 其 连通 分 支 数 或 


为 或 为 o+1， 根 据 归纳 假设 ze (5) E —(e— D)" 
E (IDR, 此 处 82>0， X »(0) 9 »(0) -1»—1, e(Ga) 


cà »-e 
Xe DXORISIG o, dns (9) e — 5 (— Deu), >o, 
Er 


HUEH 7.7 得 
ma(k)= m, (Ë) nu. lk) 


mk” ekti =1y (h e)k" 


=R- ek" NU 1)'a ht 


asbh re >O D 


排 论 7.9 3FB]Q ff oTa, (0) p. I 

m (R) e E*(k —1)(k—2)8 (k— p 1)t:P(R) 
XL P (R) 是 一 个 常数 项 不 等 于 等 的 多 项 式 , 又 grog EE 
xe 

WE 首先 容易 由 (7.5) 式 看 所 ,re(&) 含 关子 k MRAR T 
Re 又 因 X(G) 一 B 故 mo(1 一 … 一 ro(p 一 1) 一 0 所 以 re(R) 
有 排 论 由 的 形式 ， 口 

最 后 介绍 -个 定理 ， 在 某 些 情 形 它 可 以 简化 求 图 的 色 多 项 式 
的 运算 过 程 . 

定理 7,10 W K, 是 含 寺 连 通 图 G 内 的 一 个 r 阶 完全 图 ， 
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G-E, 有 o AXES X 01,06, GL GLVCE UV (G). 
xi 


CD ae (0 RUD (mr DP, (07.8) 
(2) ro)=R RD korD P — (D 
(3) XXG)=max(X(G,),-".',X(G.,)Y, (7.8) 


共 中 Pk) 是 首 项 系数 为 1 的 »(8:) —r X EUR, 

证 (D 因为 G, 包含 KIEL X(G)2r.. REX (7.6) 
中 前 P CR) 是 推论 7.9 B m (R) H RR 1) (R—r + 1) 以 外 
其 余 国 子 的 积 即 可 ， 

(2) 《7.6) 式 右 端 的 因子 RCR 一 1) (n e) 表示 用 天 种 
MERK, PERRA, BT KA EARTH Eo TCM Eft 
颜色 必 不 相间 ， 此 时 ,再 给 Ci 中 K, 以 外 的 各 个 顶点 着 色 , 其 方 
法 数 显 然 与 K, 着 色 的 情况 无 关 , 它 等 于 (7.6) 中 的 P CR), X Gí 


TREE BERE S Gf R ATTE 种 不 同 的 着 色 方法 ， 
于 是 用 上 种 颜色 给 G 着 色 的 方法 数目 为 hk 一 1) (kr) 
irw. 


(3) 不 妨 设 X(G6) m max CA (0), e KGL FE 
rn DPGOXO 1,0; HUDU) 7- 


PE 1) 20,812) -(0—7- 0] [P4086 Q—D—2) 


G-r) []P.@-1)=0, 5i ss G50,0e1—1)—0, 所以 x(G) 
dw 


=L 0 
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下 面团 ~ 看 这 个 定理 的 应 用 。 设 图 G I 中 含 完全 图 RE. Wn 
顶点 2 并 在 2? 与 KK, 的 每 一 个 顶点 之 间 连 边 ， 记 这 样 得 到 的 图 为 
G， 如 果 把 这 里 的 图 G, 与 8 类 比 为 定理 7.10 中 的 G, I3 G, 3E 
么 定理 7.10 中 的 G, 可 看 成 ,+1， 由 定理 7.10 可 知 xe(k)== 
zo,()(k 一 r)。 这 就 是 说 ,如 果 原 来 图 G 的 色 多 项 是 xo(k), 添 加 
一 个 顶点 与 G 中 的 一 个 * 阶 完全 图 的 各 顶点 相 运 ， 那 么 新 得 到 的 
图 的 色 多 项 式 就 是 把 o COSREL UC T r). 一 个 树 可 以 通过 由 一 个 
顶点 出 发 逐次 添加 新 顶点 ， 且 新 顶点 只 与 原来 树 中 的 一 个 顶点 相 
连 的 办 法 构 个 出 来 ,每 连接 一 个 顶点 , 色 多 项 式 就 要 冬 上 一 个 因子 
一 1， 而 最 初 只 有 一 个 顶点 时 的 色 多 项 式 为 ， 由 此 不 难 推出 » 
阶 树 的 色 多 项 式 为 RC 一 1)”'。 例 3 中 的 图 是 4 阶 衬 ,因此 立即 可 
知 它 的 色 多 项 式 为 (一 1)*, 例 4 中 的 图 则 可 以 看 成 由 一 个 三 角 
形 连续 添加 两 个 顶点 , 且 每 深 加 一 个 顶点 都 与 原 米 图 中 的 ;的 
两 个 顶点 相连 。 由 定理 7.10 每 d$ 加 一 个 顶点 就 要 在 色 多 项 式 上 
RART R 一 2, 而 三 角形 的 色 多 项 式 为 (RE 一 人 《RE 一 2)， 从 而 例 
4 中 的 图 的 色 多 项 式 为 K(k—1)(&—2Y, 

色 多 项 式 概念 是 伯 克 准 夫 (G、D, Birkhoff) 和 刘易斯 (D， 
Lewis) 为 了 证 明 站 色 定 理 引 入 的 。 虽然 未 能 用 它 解决 四 色 问 题 ， 
但 是 色 多 项 式 问题 本 身 己 成 为 图 论 中 一 个 活跃 的 研究 领域 . 


3 mw 
7,2. 计算 下 面 两 个 图 (图 7.8) 的 色 多 项 式 。 


çS x< 


图 了 .8 
7.2.9 证 朋 如 一 3 各 十 3 如 不 是 色 多 项 式 。 


ELE 


7.2.3 Gue, G. 是 6 的 各 分 支 , 证 明 
so (8) m o, (2) ma CR) 
7.2.4. 证 明 x. (8) Gc -0* C1) o1). 
7.2.5 (IEW xovr, (k) C k(k—1)... (kn 1) (kn). 
(2) 利用 7?.2.5(1) 及 7.2.4 证 明 
mwa (R) -k(R 7-2)" C71) &(k —2) 
G) R Ksw 的 色 多 项 式 。 
7.2.6 O 利用 计算 色 多 项 式 的 加 边 法 证 明 ,车 b> 阶 图 G 不 是 空 图 , 则 
To) 可 表示 为 
天 (天 一 JJ -eCk—yt1) mk 1) (ky 2) "e 
+m,-k(k—1) 
其 中 m2>20,.i=—1,...,y— 2. 
(2) 证 明 za GOBCRCACT y HRR. 
7.2.7 和 如果 对 于 任 一 简单 图 再, 由 ralk) = ralk TARH =G, Nak 
图 G 是 色 多 项 式 唯一 的 。 
G RAHSA 6 阶 2 连通 色 多 项 式 不 唯一 的 图 。 
O) 证明 K, 是 色 多 项 式 唯一 的 。 
(3) EHK, —e 是 色 多 项 式 唯一 的 。 
G) 证 明 C, 是 色 多 项 式 唯一 的 。 


7.5 四 色 问 题 


站 色 问 题 不 只 是 图 论 中 最 著名 的 问题 ， 也 是 整个 数学 中 享有 
盛名 的 问题 、 这 个 问题 一 般 叙 述 为 ， 对 任何 一 张 地 图 上 的 国家 桨 
色 ， 是 否 只 需 四 种 颜色 就 能 保证 任意 两 个 相 邻 的 国家 都 可 以 染 上 
不 同 的 颜色 ? 作为 一 个 数学 问题 来 要 求 ， 上 述 提 法 显然 有 含混 不 
清 的 地 方 。 例 如 ， 两 个 在 边界 上 只 有 一 个 或 几 个 公共 点 的 国家 算 
不 算是 相 邻 的 ? 一 个 国家 是 否 对 许 有 两 块 或 两 抉 以 上 互 不 毗邻 的 
Wl: 等 等 ， 首 先 ， 两 国 相 邻 是 指 它们 的 公共 边界 上 至 少 包含 一 
慨 途 续 曲 线 ,因此 两 个 只 在 一 个 或 有 限 个 点 楼 坊 的 国家 不 算 相 邻 # 
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否则 我 们 可 以 象 图 7.9 那样 构造 出 任意 多 个 在 一 点 彼此 相 邻 的 国 
家 ， 当 然 绝对 不 能 用 四 种 颜色 对 它们 染色 使 得 任何 两 个 相 邻 的 国 
家 染 上 的 颜色 都 不 同 ， 其次， 国家 是 指 由 一 条 或 若干 条 不 自 交 的 
连续 闲 上 曲线 铬 起 来 的 连通 闭 区 域 ， 但 是 一 个 国家 不 能 有 两 块 或 两 
抉 以 上 巨 不 毗邻 的 贷 士 ， 如 果 不 这 样 芍 定 ， 四 色 河 题 的 答案 也 将 
是 否定 的 ， 例 如 图 7.10 中 的 国 首 分 成 了 两 锯 , 显 然 用 四 种 颜色 无 


BL 7.5 图 7,10 


法 使 4 中 的 两 藉 都 染 上 相同 的 颜色 ， 并 且 任 何 相 邻 的 两 周 的 颜色 
都 不 同 ， 最 后 ， 约 定 地 图 上 国家 的 数目 是 有 限 的 ， 如 果 把 至 少 属 
于 三 个 围 家 的 边界 上 的 点 看 成 图 的 顶点 ， 连 接 两 个 项 点 的 两 国 的 
公共 边界 看 成 边 ,又 当 一 个 国家 被 另 一 个 国家 全 部 包 轩 有 时 ,就 在 其 
公共 边界 的 亲临 线 上 任 取 一 点 作为 顶点 ,这 样 一 来 ,地 图 就 成 为 一 
个 平 图 ,国家 对 应 于 平 图 的 面 ， 值 得 注意 的 是 ,因为 一 条 边界 的 两 
侧 总 是 不同 的 国家 ， 因 而 与 地 图 对 应 的 平 图 没有 割 边 ， 于 是 可 以 
这 样 陈述 地 图 的 染色 问题 ， 是 否 可 用 四 种 颜色 给 任意 一 个 无 制 边 
的 平 图 的 面 着 色 ， 使 得 任何 两 个 相 邻 的 而 的 颜色 不 同 。 对 于 一 个 
平 图 ,如 果 能 够 使 每 个 面 都 染 以 给 定 的 种 不 同 颜 色 之 一 ,使 得 
任意 相 邻 的 两 个 面 的 颜色 不 同 ,就 称 G 是 关 面 可 着 包 的 这样, 四 
色 问题 又 可 以 叙述 为 ， 是 否 每 一 个 无 割 边 的 平 图 痢 是 4 面 可 着 色 
的 。 由 于 无 割 边 的 平 图 的 对 候 图 G* 是 居 鲜 平面 图 ,又 因 G 的 面 
与 6* 的 顶点 相对 应 ， 且 G 中 的 面 是 否 根 名 对 应 于 G* 中 相应 的 顶 
点 是 否 相 邻 , 就 6 的 面 着 色 对 应 于 G* 的 顶点 着 色 (参看 节 4.3 对 
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RED. 再 因 G*# 的 顶点 着 色 问 题 等 价 于 G* 的 底 图 的 顶点 着 色 问 
题 , 故 四 色 问 题 等 从 于 ， 对 于 一 个 简单 平面 图 G 是 否 总 有 x(G) 安 
4? 

1852 年 弗 兰 西 斯 。 嘉 思 瑞 ((Francis Guthrie) 在 和 他 弟弟 弗 
TEEM. Kam (Fredrick Guthrie) 的 通信 中 提出 了 四 色 问 
题 , 弗 雷 德里 克 求 教 于 他 们 的 老师 德 ， 摩根 (De morgan) ,摩根 与 
他 的 朋友 在 通信 中 讨论 过 这 个 问题 ,但 无 法 解决，2878 ERRE 
伦敦 效 学 会 宣布 了 这 个 问题 ， 这 才 引 起 数学 界 的 广泛 注意 . BM 
(Kempe) AXE. G. Tait) 分 别 在 1879 年 和 1880 年 发 表 文 
这 ,声称 证 明了 四 色 问题 ， 十 一 年 后 , 希 伍德 (P. J. Heawood) 于 
1890 年 指出 了 肯 介 证明 中 的 错误 ,但 却 利用 肯 佩 的 方法 省 明了 五 
色 定理 , 即 任何 一 个 简单 平面 图 的 色 数 不 超过 5 。 还 应 当 指 出 , 肖 
低 关 于 四 色 问 题 的 文章 虽 有 有 错误， 但 他 的 方法 对 后 来 上 四 色 问 题 的 
解决 是 有 启发 的 ，1891 年 彼得 奔 指 出 了 素 特 证 明 中 的 锁 遂 ,但 泰 
特 芍 方法 她 有 其 合理 的 部 分 ， 利 用 泰 特 的 方法 繁 得 森 证 明 四 色 猜 
测 与 如 下 命题 等 价 ,任何 一 个 2 边 连 通 3 正则 平面 图 的 边 色 数 ( 参 
悄 下 一 节 ) 为 3。 经 过 了 一 百 多 年 之 后 ,这 个 狐 似 简单 的 四 色 猜 测 
才 害 美国 的 阿保 尔 (K、Appel) 和 哈 肯 (W、Haken) 于 1976 年 借 
助 于 电子 计算 机 给 出 了 证 明 ， 由 于 证 明 异 常 繁 元 ， 而 且 其 中 某 些 
部 分 必需 借助 于 计 等 机 来 验证 ,当前 仍 有 人 对 此 证 明 持 保留 态 六 ， 
也 曾 有 人 声称 发 现 了 证 明 中 的 错误 ， 不 过 迄今 为 止 ， 在 公开 发 表 
的 文章 和 书籍 中 对 其 证 明 还 是 肯定 的 ， 借 助 于 电子 计算 机 来 解决 
一 个 多 年 无 法 回答 的 著名 数学 难题 ， 阿 保 尔 和 哈 肯 的 工作 在 这 方 
面 无 疑 基 有 开创 性 ， 因 而 是 值得 称道 的 。 给 出 四 色 定理 一 个 无 需 
借助 于 计算 机 的 证 明 仍 然 是 一 个 未 获 解 决 的 问题 , 

是 否 能 对 地 图 上 的 国家 用 五 种 颜色 染色 ， 使 得 任何 两 个 相 邻 
的 国家 染 上 不 则 的 额 色 ， 这 就 是 五 色 河 题 。 祖 据闻 边 的 说 明 上 五色 
问题 等 价 于 ,是 否 任何 简单 平面 图 的 色 数 都 不 超过 5 ? 
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证 明 四 色 问 题 虽 然 十 分 困难 ， 
但 五 色 问题 的 证 明 却 很 容易 . 
v m 定理 7.1t 每 一 个 简单 平 
面 图 的 色 数 不 超过 5 . 
n 证 假定 所 考虑 的 图 都 是 简 
AE. 如 果 存 在 色 数 超过 5 的 平 
到 m 面 图 ,那么 必 存在 顶点 数 景 小 的 
Bran 非 5 色 平面 图 G , 即 G 是 色 数 大 于 
5 的 平面 图， 而 去 掉 G 的 任意 一 个 顶点 将 得 到 5 可 38 色 的 平面 
图 不妨 设 G 是 一 个 平 图 ,否则 代 赫 G 考虑 0 的 平面 赚 和 人 ,这样 的 
图 G 的 每 个 顶点 的 度 必 不 小 于 5 .事实 上 ,车 dO Sa Xs 
v4; 是 v 的 全 部 相 邹 顶点 ,1<i<4。 因 G 一 " 是 5 可 着 色 的 ， 对 于 
G4 一 o 的 每 一 个 5 着 色 , 染 V1,…,V, 最 多 用 到 4 种 颜色 ， 可 以 用 5 
种 颜色 中 与 01,… ,v1 的 染色 都 不 同 的 斋 色 来 染 顶 点 ?, 于 是 导出 Gg 
的 5 着 色 , 与 9 的 色 数 大 于 5 蔬 盾 。 另 一 方面 ， 由 定理 4.9 又 知 
a(G)<s, BD. G 必 有 一 个 顶点 ”的 度 是 5， 设 其 邻 OU vivos 
93,94,95, 它 们 在 平面 上 的 位 置 如 图 7.11 Br. 
现在 给 出 9 一 v 的 一 个 5 着 色 (V1,7 了 3, 了 s,4,s) .由 于 G 不 是 
5 可 着 色 的 ， 故 "的 邻 虑 的 颜色 各 不 条 同 ， 不 妨 设 n EV, i=l, 
2，……,5， 考 虑 G 一 " phV UV, 导出 的 子 图 Gu, vies 必 属 于 
G3 的 同一 分 支 。 因 阁 不 然 、 可 以 在 v1 所 在 的 分 支 中 把 1.3 两 种 
颜色 对 换 ,所 得 到 的 仍然 是 G 一 5 的 一 个 正常 染色 ,经 颜色 对 换 后 "， 
就 染 成 了 与 os 相同 的 第 3 色 ， 因 而 01,010,010 总 共 只 用 到 4 
种 颜色 ， 从 而 又 将 导致 G 5 可 着 色 的 矛盾 .于 是 平面 上 有 一 条 路 
Pa Elli v, 与 o, 它 上 面 的 顶点 染 的 是 第 1 色 或 第 3 色 ， 同 理 v,、 
v ZABA- REEL Pa 相连， 它 上 面 的 顶点 染 的 是 第 2 
色 或 第 4 色 。 因 为 G 一 ! 是 平 图 , 故 Pl WPu 必 有 公共 顶点 一. 
作为 Pis 上 的 点 ,也 要 染 成 1 色 或 3 色 ; 同 时 作为 Ps 上 的 点 ， 它 
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X] 349659 2 色 或 4 色 。 这 是 一 个 矛盾 。 门 

推 项 一 下 五 色 定理 钓 证明， 矛盾 就 出 现在 5 DON e F. 一 
方面 航 小 非 5 色 平面 图 必须 包含 它 ; 另 一 方面 , 极 小 非 5 色 平面 图 
包含 它 又 会 导致 闻 盾 。 从 原理 上 来 看 ， 由 阿 佩 尔 和 哈 肯 给 出 的 四 
色 定 理 证 明 的 思想 与 此 类 似 ， 所 不 同 的 是 代替 这 里 的 5 EAE 
大 约 两 千 个 所 谓 “ 构 形 ”(Configuration) 组 成 的 集合 ,而且 其 中 有 
的 物 形 的 结构 相当 复杂 、 一 方面 极 小 非 4 色 平面 图 必须 包含 这 些 
构 形 中 的 某 一 个 ; 另 一 方面 ,如 果 极 小 非 4 色 平面 图 包 含 这 些 构 形 
中 的 任何 一 个 都 将 导致 矛盾 。 由 此 说 明 极 小 非 4 可 着 色 平面 图 不 
存在 ， 从 而 也 就 说 明了 非 4 可 着 色 平 面 图 不 存在 。 


= Hu 
7.3.1 证 盟 平 图 G 是 2 面 可 着 色 的 充分 必要 条 件 为 4 是 欧 拉 图 。 
7.9.2. WEBIER T K. 以 外 ,每 个 平面 三 角 训 分 图 都 是 3 面 可 着 色 的 。 
《提示 。 可 用 布鲁克 斯 定理 .) 
7.3.3 投 @ 是 3 正则 平 图 ,证 明 G 是 3 曾 可 着 色 的 这 分 必要 RERE 
个 面 都 有 位 数 个 边 。 
?7.3.4 证 明 每 一 个 哈密 尔 晤 平 图 都 是 4 面 可 着 色 的 。 


7.4 WEE 


设 有 ?个 商人 asane, a, 参加 交易 会 , 商人 a 5 a; 之 间 
在 会 期 内 有 ku 件 生意 需要 洽谈 ， 假定 化 个 单位 时 间 内 一 个 高 人 
只 能 洽谈 一 件 生意 ， 试 问 至 少 希 娶 多 少 单位 时 间 方 能 洽谈 完全 部 
ER? 我 们 以 图 的 形式 表示 这 个 问题 ， 以 顶点 pupa……，b 分 别 
RR n A EA HE vus o, IE k, 条 边 , 每 一 条 边 表示 一 件 需 要 洽 
谈 的 生意 ,这 样 就 得 到 了 一 个 图 ， 显 然 ,这 样 的 图 是 无 环 图 ， 如 果 
把 在 同一 单位 时 间 内 洽谈 的 各 件 生意 对 颇 的 边 染 上 同一 颜色 ， 由 
于 一 个 商人 在 辕 一 单位 时 间 内 最 多 只 能 洽谈 一 件 生 意 ， 因 此 染 成 
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Vendu Rue. Maea X PEG — e XL AE RR 
反之 ,如 果 把 图 中 的 边 分 划 为 若干 边 独立 集 ,同一 边 独立 集中 的 边 
染 以 相间 的 额 色 .不 间 的 边 独立 集 里 的 边 染 以 不 同 的 颜色 ,显然 ， 
染 成 同一 颜色 的 边 就 可 以 看 成 在 同一 单位 时 间 内 治 谈 的 生意 .这 
样 一 来 ,原先 的 问题 就 变 成 了 如 下 问题 ;对 于 给 定 的 一 个 无 环 图 至 
少 要 用 多 少 颜色 才能 把 图 的 各 边 染 色 ， 使 得 染 成 同一 颜色 的 边 互 
不 相 郭 ?》 这 就 是 图 的 过 着 色 问题 。 

设 G 是 无 环 图 ,如 果 把 G 的 每 一 条 边 都 名 上 颜色 ,而 且 相 邻 的 
边 的 颜色 都 不 同 ,那么 这 种 染 法 就 称 为 正常 边 着 色 。 由 于 我 们 感 
JU) RAE GLA, P 因此 以 后 正常 边 着 色 简称 为 边 荐 色 . 如 
果 用 不 多 于 站 种 颜色 就 能 给 出 图 6G 的 一 个 边 着 色 ，G Bulk Rx 
可 普 色 和 的、 在 如 的 所 有 边 着 色 中 ， 所 需 景 少 的 颜色 效 目 称 为 6 前 
边 色 数 , 记 为 x 人 (6)。 规定 空间 前 边 色 数 为 0。 RE x(G) FER 
色 的 边 着 色 , 称 为 最 小 边 着 色 。 

实际 上 ， 图 的 一 个 边 着 色相 当 于 图 的 边 集 的 一 个 分 划 
( c EO ,其 中 每 个 EL 都 是 一 个 边 独立 集 ， 

在 边 状 色 理论 中 最 重要 的 结 时 是 由 苏联 数学 家 韦 津 (B. Y. 
Basin) fi fg ER. 

定理 T.i2CBHOERSD BH 图 8 的 最 大 度 为 4， 则 了 < 
z(G)<4+1, 

证 对 于 G 的 任意 一 个 边 着 色 ， 与 G 的 麻 最 大 的 顶点 关联 的 
4 条 边 就 要 用 4 种 颜色 ,因此 x^ (9) 世 4， 以 下 证 明 x’ (G) < 
41, 

对 边 数 进行 归纳 。 对 于 空间 显然 有 XC) c1, 设 对 于 
任 一 个 具有 e(G) 一 1 条 边 的 图 G, x (Gu) (G1) +1 成 立 ， 取 
zu C F(0), TEEX'(G- y) A(G— uy) r1 (0) 11, HI 
此 可 以 假定 6 一 zy 已 经 有 了 一 个 4+I 边 着 色 ， 亦 即 图 G 中 除 
边 *y: 外 一 切 其余 的 边 都 已 用 4+1 种 颜色 正常 着 色 ， 以 下 证 明 
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通过 对 边 的 颜色 进行 调整 最 后 能 够 得 到 整个 图 G 的 4+I 边 着 
&. 

我 们 约定 如 果 与 顶点 "关联 的 边 均 未 着 基 种 颜色 ， 就 称 项 点 
4 缺少 之 种 颜色 。 考虑 前 述 的 图 G 中 除 边 zy, 外 一 切 其 余 的 边 的 
AIERBE. B G 的 景 大 度 为 了, 因此 它 的 每 个 顶点 至 少 缺少 
<+ 1 种 颜色 里 的 一 种 、 设 z 缺少 颜色 e vi 缺少 颜色 i， 现在 令 
与 + 关联 的 颜色 为 的 那 条 边 为 xyz, 设 y. LI E 
z 关联 颜色 为 扬 的 那 条 边 为 xya, 设 y, 缺少 颜色 加 。 继续 进行 上 
WER. SEU ey, 时 ,就 如 图 7.8(4) 那 样 。 图 中 边 *y: 用 
虚线 画 出 ,下 示 它 没有 染色 ;顶点 旁边 圈 里 的 数字 为 该 点 缺少 的 颜 
色 : 边 上 的 数字 表示 这 条 边 的 颜色 


E > e. 
HU 7.12 
在 上 述 过 程 中 可 能 遇 到 下 列 两 种 情况 ， 


G) 当 排 到 zy: ey BF, 在 与 5 关联 的 边 中 找 不 到 染 有 
色 所 的 边 , 即 顶 点 z 缺少 颜色 t. 这 时 只 要 把 syi HORDEO h, 
zys 改 染 为 二， t. zy, BORA fa, BOX 条 按 外 ,其 余 各 边 颜色 
均 不 动 ， 显然 ,这 就 是 G HT 46146. 

(2) SAAR ryote, oy, ARRA zy, 已 染 了 色 
b. BHn—6a jh. 这 时 先 把 yi RAH h, RE rynt ry, 
HERRA 02, Goo 并 取消 wy; 上 的 染色 ,使 *y; 成 了 未 
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RER 经 过 上 述 颜色 调换 后 状况 如 图 7.8 (5) 所 示 ， RER 
XUI GER AM UDDIOEGUR Ard DoEa BEL CHUSM 
由 于 五 中 的 边 只 有 两 种 颜色 ;所 以 JC 吾 ) 专 2, 故 H EREDE 
的 围 或 路 组 成 的 。 在 吾 (s ,如 ) 中 ,由 于 z 缺少 颜色 9， 但 zy 一 :已 
AT 1 a amik d.(z)=1, 因为 取消 了 zy, 上 的 颜色 1... =, 
所 以 y; 8 pik hik d (y )=1 RET E s 在 y, 出 现 的 情 
形 ), 或 y; 根本 不 是 图 H 的 顶点 《对 应 于 色 s 在 y, 不 出 现 的 情 
JE). y. 原 米 就 缺少 色 如 ,从 而 同样 有 da (yi) 7 1 R y, PE HRS 
顶点 。 由 此 可 知 z, y, y, 不 能 同时 在 五 的 一 个 连通 分 支 内 ， 我 
们 分 别处 理 下列 两 种 情形 ， 

G) z,y; 不 属于 HOMI AES BUR y, EH Cs ta) 
前 顶点 ， 只 要 把 y, 所 在 的 图 互 的 连 道 分 支 中 各 条 边 的 颜色 s 与 
tB y 就 缺少 了 色 8, 这 时 把 zy, Y EC. o 即 可 :如 果 9 不 是 
五 (8 各 ) 的 顶点 ,说 明 y, rb ot 两 色 , 直 接 把 zy, I EG. X 
记事 一 种 情形 都 得 到 了 G 的 4+1 着 色 . 

Gi) zy, RRF Ho 6) 的 园 一 分 支 ， 这 时 把 vy; ARE 
UN stt TY 分 别 改 染 为 色 ts44… ,出 -1 并 取消 zy, 上 的 颜 
色 , 这 时 过 着 色 状 况 如 图 7.8(c)， 由 于 上 述 的 颜色 变化 根本 不 卒 
BEA i M e 的 边 , 故 这 时 由 颜色 为 和 所 的 边 导出 的 子 图 仍 
然 是 原先 的 子 图 E BELA z 与 y, 仍然 不 在 同一 连通 分 支 内 .车 y, 
是 地 的 顶点 ,在 y, 所 在 的 连通 分 支 中 对 调 颜色 与 二 ,使 得 y tik 
DRE o KEHE zy, RAME o y PEH Ca tO OS, UL 
明 y 缺少 颜色 s 和 如 ,直接 把 xy， 染 成 色 e 即 可 。 O 

实际 上 , 韦 津 证 明了 比 定理 ?.12 更 一 般 的 结果 ,如果 G 是 边 
od GR EOS a 的 无 环 图 , 则 ASOSI +e 定理 7.12 只 是 
上 述 结果 中 4 一 1 的 特殊 情形 . 

存在 图 6, 使 得 XG) 二 4+ py 例如 图 G 有 三 个 顶点 ,在 每 
二 个 顶 点 间 都 途 有 上 条 边 ，4A(8)=2 jx， 由 于 的 34 条 边 中 任 
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AMR. B X (9) 一 3 ien 4 3 n 

SHEER UBL MURDER Hb, VERB RC 4 
>I KORTER 2 BLA + 1 之 间 的 每 一 个 值 ， 而 边 色 数 只 能 取 
了 或 4+T 这 两 个 值 ， 从 这 一 点 看 , 对 边 色 孝 的 了 解 似乎 砚 确切 
些 。 可 是 另 一 方面 , 布 名 克 斯 定理 告诉 我 们 x(G)=- .4+1 的 情形 
只 可 能 是 奇 图 或 完全 图 ,而 X/(G) 一 I+1 的 图 6 可 能 是 哪些 图 却 
远 没有 弄 清楚 ， 演 足 x/(G) 一 了 的 图 称 为 第 一 类 图 ， 而 满足 
X3) — 4 V RERE RE, UU 

定理 7.12 二 部 图 9 是 第 一 类 图 ， 

证 REN G 存在 4 Be. 对 G 的 边 数 进行 归纳 ， 根 据 
规定 , 空 图 的 边 色 教 为 0, 故 它 是 第 一 类 图 要 定 定理 的 结论 对 于 
边 数 小 于 *(G) 的 二 部 图 都 成 立 ， 设 wvE 思 (Gg), 因此 G— uo 有 
dE, 由 于 dac OR doc BOIS A, HE G6 一 ww 的 
4 过 着 色 中 ,4 HERBES io RDE j. Ru v otn 
颜色 ;或 也 缺少 颜色 j, 只 要 把 uo 相应 的 上 颜色 ;或 j 就 得 到 
GA 边 着 色 ， 故 只 需 对 与 u 关联 的 某 条 边 的 颜色 为 j 及 与 9 关 
联 的 基 条 过 的 颜色 为 ;的 情况 证 明 。 考 虑 G 一 wa 中 颜色 为 ;的 边 
与 颜色 为 了 的 边 的 集合 导 册 的 子 图 Gs。 显然 Gu 的 连通 分 支 必 
为 路 成 个 图 ,而 we:9 都 是 路 的 端点 ， 但 由 于 uv 在 了 (G) 的 二 分 
划 中 属于 不 同 的 英 , 且 它们 在 Cu 中 关联 的 边 的 颜色 不 同 ,因此 4， 
“ 必 非 同一 条 路 的 两 个 器 点 , MI u, o 属于 Cu 的 不 同 分 支 ， 这 时 
RENE w 所 在 的 分 支 中 把 边 上 的 颜色 i j 进行 对 调 ,+ 就 钠 少 了 
Bej Eur RSS j 就 得 到 了 Gf bs. D 


定理 7.18 O=, MRES 7 | EG 288238 


ë Bn (0) 4, TRIER tod ol | Tan 


s 4737 


4 GAIN ama (OLO T i-a |. + 
m. n 


1t 4270, X G RN v A RR 4 EWA, e (0) 4 


去 |. 因此 立刻 得 到 


推论 7.14 Esch EM TE VILE Jc S RA, 
日 前 虽 已 漠 济 楚 了 某 些 图 的 类 别 ， 但 给 出 第 一 类 图 与 第 二 类 
图 的 特征 仍 是 一 个 尚 待 解决 的 困难 问题 . 


= mH 


7.4.1 计算 彼得 森 图 的 边 色 数 。 
3 FGE SERERA HEB] Z (G) 3, 
SENE UC K. MENEAR Knn HAR 
£ EAR e(G) 77a (G).4(8) WG ERIRE. 
7.1.8. EAR G RECS A k EME, N t (3) R1. 
7.1.8 USES G RARR, 而 对 6G 的 每 一 Au e ew ve) 


So. M 

O 举 一 个 3 KOR. 4 临界 图 的 例子 。 

ER: LAE AS AULA e PIER ID) 

(D 证 明 6 是 2 BRAKI BERAN G RRA. 

《3) 检验 下 面 不 包含 三 角形 的 图 (图 7.13) 是 3 MR EL. 

7.4.7 部 果 6 是 AWM uo € EQ) ,证 明 

dO) -d(o) 2442 

7.4.8 EARE 4 阶 和 6 阶 的 临界 图 ，( 已 征明 不 存 亦 阶 小 于 12 的 
侦 阶 临界 周 . 伺 存在 18 阶 临界 图 。 现 在 还 不 知道 是 否 存放 22,14, 16 Brill 
EIS 

7.4.9. 对 于 4/22,3,4,8, B 4 h UI HRCKROU 了 4 的 第 二 类 平面 图 ， 
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图 7.13 图 7.14 


{《 了 7 的 平面 图 都 是 第 -一 类 图 。 现在 还 不 知 赣 是 再 存在 景 火 度 为 6 的 第 二 
类 平 而 图 ,) 

7.4.10. EE x'CG) = 有 ,车 对 子 G 的 任意 两 条 边 ese, 以 及 G 的 任 一 个 
BUNG, e, 与 e 总 是 普 成 同色 或 总 是 着 成 不 同色 , 则 称 G Æ EUR SE 
EE, 
` O) K. K. K, hf abb s EAR 

(2) 验证 阁 7.14 是 8 边 瞧 一 可 着色 图，《 可 以 征明， 当 kc» 4 时 只 有 
REK a RE R r; 28 08, XEPRSSIRT PELA XCR AUR JE EE 
不 含 三 角形 3 边 叭 一 可 着 色 图 ,) 
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FAE 有 gd 图 


8.1 有 向 图 与 强 连 通 性 


虽然 大 量 问题 能 借助 于 第 一 章 中 定义 的 图 来 表达 ， 但 有 些 问 
题 只 用 图 的 概念 不 可 能 得 到 正确 的 描述 ， 非 得 对 图 中 的 边 给 以 定 
向 不 可 .一 个 最 浅显 的 例子 是 关于 公路 网 上 的 交通 问题 ， 其 中 必 
须 弄 清楚 哪些 路 是 单行 道 ， 还 希 要 确定 单行 道中 允许 行 0827 
向 ， 

REDE f 一 个 有 序 的 三 元 组 (V(D), A(D), pa), 
TF(D) 和 ACD) 是 互 无 公共 元 素 的 集合 且 了 (了 ) 非 空 ,关联 函数 
PDE ACD) 中 的 每 一 个 元 素 映射 为 (D) 中 元 素 的 序 偶 ( 侦 
中 的 元 素 可 能 相同 )，F( 厂 ) 称 为 有 向 图 忆 的 项 点 入 ,其 中 的 元 素 
称 为 DETR ADRAR HE DHAR, 其 中 的 元 素 称 为 D 的 
M. DECIES DIT. 

'OBLi D=(V(D), AD), p») 

VCD) — (u,v,w,z) 

ACD) 7 (a1,a,,0,,0,,8,,0,,0:) 

9o(a — (t,v), Pola) - (v.v) 

Polas) =(v,w), Pola) — (ow) 

polas) =(w,0), Polas) =(w,4), pola) =(2,w) 
图 8.1 BI H ñE BRL TOR m E p BU WEE WE 
标 有 箭头 的 线段 表示 ,箭头 的 方向 指示 了 偶 中 元 素 的 先后 顺序 。 
Hi poa) — (u,o), REM a, 的 线段 的 箭头 方向 就 由 4 指向 
v. AUR bola) 二 (Wz)， 则 称 顶点 % AIM a BE, TR Av a 
的 首 ,而 G 称 为 从 4 | o 的 弧 ， 以 顶点 w 为 尾 的 弧 称 为 顶点 4 的 
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HK. DAMOS u USODNE u AGE, Obf 单 超 见 把 
tnla) = Quo) laa = (u0), ED = C CD), ACD), 95) la 3 
D-( (D) ACD) JEBERBIBACD) rii SUB EKR MERY 
惕 表示 。 用 这 种 表示 方法 , 例 1 PRAHE DEA 
D-(Y(D), ACD) 
F(D)s (u,v,w,z) 
ACD) ={(u,0), (0,0), Gr m) (o), Qo m) Cw) (2,w)} 
应 当 注 意 的 是 ,在 这 种 记号 下 4(D) 中 有 些 弧 重复 出 现 . 例如 在 
上 面 的 例子 中 (2,w) 出 现 两 次 ,这 表示 有 向 图 DD 中 共有 两 条 以 ? 为 
[TED MELIUS DEEP UE 
D-(V(D),AC), D'-(Q (DP, ACD!) IBiA-408 1, 如果 
V(D')zV(D), A(D')C A(D), 则 称 D' Jë D 的 有 疝 子 图 ， E: 
于 有 向 子 图 使 用 的 术语 和 记号 与 1.1 中 关于 子 图 所 用 的 术 诺 和 记 
号 类 似 。 
如 果 把 有 向 图 万 的 每 一 条 弧 上 的 箭头 都 去 掉 , 亦 即 把 每 一 条 
形 如 Cw.*) 的 弧 用 边 uo 来 代替 ,这 样 得 到 的 图 称 为 有 向 图 Rd 
is. 1 8.2 表示 图 8.1 中 的 有 向 图 的 基础 图 ， 


"n 
> 


图 8.1 图 8.2 


参照 有 向 图 的 基础 图 来 考虑 ,与 图 有 关 的 概念 都 可 以 搬 到 有 
VQ o. Bin UR sd D WU TRU f v # DEG SER 图 diei 
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A8 MI uo # D HA ER DP GER Dp k Ei — E 
AAH DFA, AS RSR E D fd BB P 
WRA. $F. 

MRDPER X D ERE MEDEBARA. MAE 
总 的 是 简单 有 向 图 的 基础 图 不 一 定 是 简单 图 ， 只 希 看 图 8.3 中 的 
有 向 图 忆 和 它 的 基础 图 就 能 明白 。 


D Dita ` 
(a) (b) 
mss 


eB REER REPE DET GR — Eni Rn RA 
D AED ETSER AREA W= Coss m, scs tois Be 
eo JEPIT D TARNIMA a, 的 尾 是 硕 点 v KE 
LTEM RESET 
MCA EL BLAU p ERR E ve DROP aa 
简单 表示 ,而 对 非 简单 有 向 图 中 的 有 向 途径 来 说 , 它 对 应 的 顶点 列 
所 表示 的 有 向 途 径 一 般 是 不 唯一 的 . WR WAW AE D hi R 
ite IUW IPEE REW IO E AEW ROW" Bo DAN JG 
ib SERIES 189 下 古 ， 帮 向 迹 是 指 在 基础 图 中 对 应 于 迹 的 
ARRE. ameg AEDE Bi. ARRETA 
x. 

如 果 有 向 图 的 基础 图 连通 ， 则 称 读 有 向 图 过 通 。 

设 和 "是 有 向 图 六 中 的 顶点 ,如 果 ”= 4 或 存在 以 4 为 起 
Bo o 为 终 虚 的 有 疝 路 一 , 则 称 可 从 * 到达” SEP A MA u 到， 


BARR. WEBE u FA v ,也 可 从 ， 到达 u, MIRK 顶点 4 和 
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项 点" 基 强 违 通 的 ， 强 连通 关系 是 刀 的 顶点 间 的 一 个 等 价 关系 ， 
MERERI 对称、 传递 三 条 性 质 ， 强 违 通 关系 诱导 出 V (D) if 
AARU a Fa, n YS), D Ü 9 H T BEDV, DIY, 
DEF J] 称 为 的 强 过 通 分 支 ， 和 如果 有 疝 图 轧 只 有 一 个 强 违 通 分 
c. MEDRE ED SACRIS D DUE ERERGE X XF 
D'ici fe fci OS 和? BEDA s o ,也 可 愉 ， Sli 
图 8.4 PUB T — EIB D Ro RE A 


[2E 17] OJDHETBEROE, 


ERI 


关于 连通 有 向 图 和 强 连通 有 向 图 的 差别 可 以 给 出 以 下 形象 的 
比 验 ， 设 想 有 一 公路 出 连接 若干 城镇 ,又 每 一 条 公路 都 是 单 向 f$ 
驶 的 ， 这 时 可 以 把 公路 网 看 成 一 个 有 向 图 DD 的 顶点 是 各 城镇 ， 
面 妈 的 红 是 公路 网 中 的 各 条 公路 ， 有 沿 图 刀 连 通 相当 于 从 任 一 城 
镇 出 发 ,不 管 公路 规定 的 行驶 方向 ,可 以 驱车 到 达 任 一 其 它 的 城 
镇 ， 而 有 向 图 也 强 过 通 相当 于 从 任 一 城镇 出 发 ， 严 客 按照 规定 的 
行驶 方向 ,可 以 驾车 到 达 任何 一 个 其 它 的 城镇 . 

显而易见 ， 一 个 单 向 行驶 的 公路 网 应 当 是 强 过 通 的 ， 否 则 这 
个 公路 网 * 实 质 上 ?不 连通 ， 即 严格 遵照 行驶 规则 不 可 能 做 到 从 任 
一 个 城镇 驾车 到 达 任 一 个 其 它 的 城镇 ， 一 个 自然 的 问题 是 ， 在 什 
么 情况 下 才能 对 一 个 公路 网 规定 其 单行 方向 , 使 得 从 任 何 一 个 城 
镇 出 发 严格 按照 规定 的 单行 方向 驾车 到 任意 的 另 一 个 城镇 ， 
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对 图 @ 的 每 一 条 边 ( 视 为 顶点 的 无 译 偶 ) 都 规定 一 个 方 i 
把 顶点 的 无 序 偶 规定 其 顺序 而 成 为 有 序 偶 ) 务 为 对 图 G 定 向 ,由 此 
而 得 到 的 有 向 图 轧 有 时 也 称 为 图 G 的 一 个 定向 。 如 果 可 以 对 图 
站 向 而 得 到 强 过 通 有 向 图 ,我 们 就 说 辣 0 洒 以 涉 韦 通 定向 ,或 图 
FEDERER, TARAN IERA ARKA a 的 一 个 强 过 通 
定向 图 。 
` ` 如 果 用 图 论 的 语言 ， 前 边 谈 到 的 关于 公路 网 规定 行驶 方向 的 
问题 可 叙述 为 :在 什么 情况 下 才能 对 - BBB SE 8 SE 向? 图 8.5 
中 给 出 图 G 和 它 的 一 个 强 连 通 定向 图 . 


(o^ iG Qo EG Hj" REDE IURE 
mas 


TURIS G rfr e uo, G 一 定 不 能 强 连 遂 定 向 ， 事 实 上 ， 
如 果 把 e 的 方向 规定 为 从 4% 到 2? , 则 G 中 没有 从 ?到 4 的 有 向 路 
如 果 把 e 的 方向 规定 为 从 ”到 立 , 则 G 中 没有 从 “到 ?的 有 向 路 。 
自然 会 提出 问题 ,如 果 G 没 有 割 边 , 即 G 2 边 连 道 ,是 否 G 总 可 以 
强 连 通 定向 昵 ? 答案 是 肯定 的 ,这 就 是 下 面 的 定理 ， 

定理 8.1 设 G 是 连通 图 , 则 G 存 在 强 连 通 定向 的 充分 必要 
条 件 是 G PRANA. 

证 前 已 说 明 , 如 果 G SMB MDG 一定 不 能 强 连 通 定向 ， 因 
HERRERIA. 

设 G 无 割 边 ， 由 引 理 2.3, G 的 每 一 条 边 都 在 G 中 的 一 个 图 
+. ER G 中 的 一 个 图 ,任意 规定 C 的 一 个 线 行 方向 , C 中 的 各 
条 边 都 按 所 规定 的 伐 行 方向 求 定 向 ,定向 后 的 如 显然 是 强 连 通 的 ， 


Hue 


假设 G 7 是 @G 的 子 图 ,又 已 经 给 出 G^ ERDRIEREUE i, da GS 
G, AGEN, -EH e€ E(G) IB e & E(G^), He 至 少 有 一 个 
MORJR TOT (GA), ED e TEND, MEE GREAT 8 G 
kib--468. # G BP ERE RERET AFEN 
EGRE , 按 这 个 绕 行 方向 来 定向 ,对 于 EC) LE C) rb 
边 ,保持 原先 G” 的 定向 ， 这 样 一 来 ,G'UG 的 每 一 条 边 都 有 了 定 
向 ,不 礁 看 出 ,这样 定向 的 G/UG RER aes E E Y CO) 
FCG) ,由 于 G' REA, G UČ 一 定 强 连通 . du RV CONV (G) 
SG, ER C V (CO) VE (G^) ,根据 ECOG)NE(G) 的 定 岛 规则 ,显然 
存在 鼠 上 的 一 段 有 向 路 Pu 是 的 内 点 , 且 除 了 起 点 w 和 终点 
u” LP 的 其 余 的 顶点 都 不 属于 VY(G')、 因 此 存在 有 向 路 Ps 
WP. P, DA u 为 起 点 ,其 终点 w EV CG); Pa BA w EV CGA 
起 点 , 共 终 点 是 &， 因 为 G^ 33838 i G PREE M u” P u 
有 向 路 Pa PoPa UČ rh ku” 到 4 的 有 向 路 ,这 即 是 倍 
TUR u 和 顶点 u” 3834838 TRU u M u” 属于 已 经 定向 的 G7U6 的 
同一 个 强 连 通 分 支 ,由 于 C^ 强 过 通 ,又 4 是 VY(O)\V CG 人) 中 的 任 
意 顶 点 , 故 按 前 述 方式 定向 的 G'UC 强 岂 通 ， 不 断 施 行 以 上 的 过 
B. G 中 已 强 韦 通 定向 的 部 分 一 步 一 步 地 扩大 ,好 后 G 的 每 一 条 过 
都 有 了 定向 ,而 定向 后 的 G 是 强 过 道 的 ， 口 


习 H 


8.1.1. 设 DD 是 育 n 个 顶点 所 条 部 的 简单 有 向 图 ,证 明 ， 

(a) dn DEUS M n —1«mn(1— D, 

(0) A EDIGEX, Masma), 

9.1.2. HI BEL £ IPIE IO 

8.1.8. W VCI - (ODER GI] D, RD. MARAR, 
WREE D, RS EERI-HEBUS u Bi 1D 中 及 + 到， yk 638 ELS D. th X 
PUDE A y 3 B At) UR f A D, 和 D, 问 的 -- 个 局 构 对 应 。 如 果 


182e 


D, WA D: Mamei, RS D: B5 Fer ARA DRE. -条 弧 的 方向 


sb PA 

8.1.4. 分 别 具 体 给 出 KL (0223) KL Cr, 62:2) ,彼得 森 图 的 强 连通 定 
LA 

8.1.5. 证 明 可 以 对 任何 图 @ 定 向 ,使 得 定向 后 的 图 中 的 釜 一 条 有 向 路 
的 长 不 超过 4(G} (提示 ,任何 图 G 的 色 数 nC) 4 3) 1). 

8.1.6. VERTES D ll IET D RE D JE GERE 它 的 最 一 个 

3.7 3E DD. Da 是 有 向 图 万 的 强 连 通 分 X. Bow :ww 是 
MEDR IE DPEN 也 :的 顶点 到 D; HHAKMGAD WI -RA w 
到 w, 053. ARRA (RICE Td EHE 20 D RE iE A D. Do 
KERAHE. 

9.1.8. 证 明 如 果 强 过 通 有 向 图 九 中 含 奇 图, 则 忆 中 必 含 有 向 奇 园 , (BE 
BR W CE Df WE C 0658473. MEC ERR Qu) 2] ts C 的 
BSEC EE. BET DB BGR. o SL HRA P... BBP, 
ME 3k hb i 5051832. AiD PARRE ARNA E, hikik B D 
TECH A 

8.1.9 UEDAIGEJLATRER. UERLDSIIEE TED 必 要 条 件 是 对 于 
F(Z) 的 任何 非 空 直 子 集 S EAAS PARAR S 中 的 顶点 的 A, 也 有 从 
SPREMAN S PORANKA 


8.2 ”有 向 网 拉 图 和 竞赛 图 


如 果 D 中 有 一 个 包含 一 切线 的 有 向 闲 迹 , 刘 称 D 为 有 向 欧 
拉 图 ,而 这 样 的 闲 迹 称 为 D MA RBK ik HE, A D 中 有 包含 
|n iot 435 , ME D Aj iudi 显然 ， 有 疝 欧 拉 图 都 
是 有 向 半 欧 拉 图 ， 图 8. 6(@) 中 国 出 的 是 一 个 有 向 欧 拉 图 ,而 8.6 
(5) 是 -个 有 向 半 欧 拉 图 但 基 不 是 一 个 有 向 欧 拉 图 ， 

显然 ,有 向 欧 拉 图 中 不 可 能 包含 两 个 或 PRADA Ende ul 
分 支 .加 此 有 向 该 拉 图 只 可 能 有 一 个 非 空 的 过 道 分 支 外 加 党 干 个 
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孤立 顶点 ,所 以 在 讨论 有 向 欧 拉 图 的 时 候 , 可 局 限于 研究 非 空 连通 
有 向 图 的 情形 ， 

Bo EANA D ATR TA e HAR 总 数 记 为 45(z) , 称 
WAR. T e BOMBA CU di (o), WA HUS. MA o 上 的 
FEEDER v 05 AG RR, v HUS LAD) A CD) 8+(D)、 
ACD SU D PT A Ro Ae ICA IE o Lue 
出 底 ,如果 (v,4) 是 D PIS c u WDA e T GU ED 
PAR, 6), 3 o 26 o SAQUE. DL NOD RR TUR 9 di 
3I 5 ARMA NORR o HABAR A. NOR 
N-Q) 2BIBUTIUR o 的 出 邻 点 集 和 入 邻 点 集 。， 如 果 不 BRA, 
将 省 略 D 而 把 ACD) A, dao) 82g dlo), 4* CD) 294* 
等 等 

在 第 一 章 中 曾 证 明 提 手 引 理 (定理 1.1), 对 于 有 向 图 来 说 有 
下 面 的 ， 

定理 8.2( 有 向 握手 引 再 ) 对 于 有 向 图 DOR 

yi - yit) 14i 


证 BD dg ANO D 中 顶点 的 出 度 的 总 和 以 及 D 中 
顶点 的 人 诬 的 总 和 分 别 贡献 1, 因 此 定理 显然 成 立 ， 口 

引 理 8.3 ”如 果 有 向 图 D 满足 

(0 对 一 切 vE7,4+(v)>0 或 

(2) 对 一 切 wEF ,Ga (v)70, 
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则 D 中 一 定 存在 有 向 围 ， 

证 ”由 于 两 种 情形 的 证 明 非 常 类 似 ,我 们 只 沽 虚 (1) 成 立 的 情 
JE. M D 中 任 一 顶点 出 发 , 因 d+(v1)>0, Me SERERE CU v) 
€ A(D), dni v, — vi, SEQ 0) 是 D 中 的 有 向 图 ;如果 ose 
因 d* (02) 0, REA (02,0) CAD), du m mii iss 
显然 D 中 也 出 现 了 有 向 圈 。 如 果 5, 与 和 5: 都 不 相同 , 则 (v1， 
tb) 是 D 中 的 有 向 路 ， 继续 进行 上 述 过 程 , 因 D 中 顶点 的 数 
目 有 限 ,必定 存在 顶点 24, 使 (01,?:,…,24) 是 中 的 有 向 路 ,并 且 
PEA Qm Eo m OL ER) EI (ns an tss) 
就 是 Dohü—4 ARE. Dl 

定理 8.4” 非 空 连通 有 向 图 D 是 有 疝 欧 拉 图 的 完 要 条 件 为 

at(v)=d-(v) (对 一 切 v €V) 

证 必要 性 BTE D PHAR RKE RE, 从 T 上 的 任 
一 顶点 o, 出 发 沿 T 行进 ,再 返回 到 mw。 因 D 是 非 空 连通 图 , Hn 
T 包含 了 Dig AA, WW T 行进 的 过 程 中 必然 经 过 D 中 
的 任 一 个 顶点 ssp. 每 当 经 过 顶点 一 次 时 , 用 到 与 v 关联 的 
HAM, REMA o WHA, -REMA o KAM. 又 因 T 是 
有 向 欧 拉 闭 迹 , DHE- RAE T 中 出 现 一 次 且 仅仅 一 次 ， 因 
此 ,如 果 vev。, 又 T 通过 顶点 " 共 R 次 ,就 有 G+(o) 一 @ e)k, 
又 车 沿 T 行进 的 过 程 中 穿 过 vy e 1 次 , 因 最 后 还 要 返回 到 w%; 故 . 
d*(y) d-(v) =1+1, 

完 分 性 对 D hatu B 进行 归纳 。 当 Dob RUE AGE 
时 ,了 Ë—4 35 NINE i RRRA. 考虑 弧 的 数目 大 于 1 Hi- 
个 顶点 的 出 度 和 和 人 度 相 等 的 非 空 连通 有 向 图 D. BR D 非 空 迹 通 ， 
É D 中 每 一 个 顶点 。 都 满足 4+(v)=d7(v)>0, 由 引 理 8.3, D 
中 存在 有 向 图 C， 如 果 C 包含 D 中 的 一 切 跌 ,C 就 是 有 向 欧 拉 
MA, EARE. 如 果 D 中 有 不 在 C 上 的 弧 , D— ACC) 不 空 并 且 
每 个 顶点 的 出 度 和 人 度 仍然 相等 .由 归纳 法 的 假定 可 知 D 一 4(0) 
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的 每 个 非 空 连通 分 支 如 都 是 有 向 欧 拉 图 ， 可 以 如 下 造 出 D 的 有 
EKRE TA C 上 的 一 个 顶点 wm HRN C 行进 , AR H 
中 的 顶点 时, Sbi H 中 的 有 向 欧 拉 闭 迹 行进 再 返回 到 项 点 
5, 继 而 沿 0 行进， 一 直到 与 D 一 4(C) 的 下 一 个 非 空 连通 分 支 了 人 
的 顶点 相遇 时 转 而 癌 豆 “的 有 向 欧 拉 迹 行进 , 依 此 下 去 直到 返回 v。 
为 止 ， 由 于 DD 是 连通 的 ,一 4(0) 的 每 一 个 连通 分 支 互 都 与 C 
有 公共 点 , 帮 这 样 得 到 的 有 MEE E A E D 的 有 向 欧 拉 闭 迹 
T. D 

推论 8,5 设 ! 是 正 整 数 ， EIAS TRI D 是 ! UA v Fv 
互 无 公共 怠 的 有 向 迹 的 并 的 充分 必要 条 件 是 ， 

(1) d*(r)) d (v) =47(0:)—d* (v =}, (8.1) 

(2) d*(v) -d-(v») (sEVN(vi vi. (8.2) 

证 由 于 从 8 v. 04g aA ERUR vs 的 出 EAR 
献 比 对 入 度 的 贡献 多 1, 对 顶点 的 入 度 的 贡献 比 对 出 庶 的 贡献 
£ 1, X XHEDBIIUR v CV Nri v2) 的 出 谋 的 贡献 等 于 对 同一 个 顶 
点 的 人 度 的 贡献 ,因此 条 件 的 必要 性 显然 成 立 ， 

为 了 证 明 条 件 的 充分 性 在 D PR LAE Qs mi) , 记 记得 的 
图 为 D'. 显然 D 满足 定理 8.4 的 条件, 从 而 其 中 存在 有 向 欧 
控 闭 迹 .从 有 向 欧 拉 闭 迹 中 油 去 ! SGK (e;,b:) ,余下 来 的 就 是 ?条 从 
DEDI RET VOLES ES EE Scop; NI 

推论 8.6 如果 有 向 图 D 满足 条 件 (8.1) 和 (8.2), 则 DoD 
LRM nf] os 的 互 无 公共 层 的 有 向 路 ， 

证 H (8.1) REA ve ACIE (u,v), A Rue H1) 
(8.2) C AGI u), IRE PU READ v. UG 
D 中 有 从 v1 A > HARE, k o 5 o> AT D 的 同一 个 连通 分 
Xu .deibs.s HB H Eu D pA LAR MW o Ho WEE 
ARANA RE hH F 48 IAS rh IS o; B| o; BJ iii 
路 . 亲 此 得 色欲 证 的 结论 L] 
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推论 8,7 ERARA D 是 有 向 半 欧 拉 图 而 非 有 向 欧 拉 图 
的 完 要 条 件 是 ， 

€) D REEDE o Mvr 使 得 d+(v1) 一 d-(v1)=d-(v3) 
—d*(v)1, 

(2) d+ (o) - d-(v) (v VN, s. 

证 这 是 推论 8.5 当 i=l 的 特殊 情形 ， 口 

包含 有 向 图 中 一 切 优点 的 有 向 轿 称 为 有 向 汉密尔顿 图 ， 如 果 
有 向 图 D 中 存在 有 向 汉密尔顿 图 则 称 忆 为 有 向 当 密 尔 帆 图 ， 包 
含有 向 图 中 一 切 顶点 的 有 向 路 称 为 有 向 汉 密 inik, ,存在 有 向 汉 
密 和 尔 本 路 的 有 向 图 称 为 有 向 半 汉密尔顿 图 显然 有 向 汉密尔顿 图 
必 是 有 向 半 汉 密 尔 顿 图 . 有 向 汉密尔顿 图 的 研究 是 一 个 困难 的 课 
题 .以 下 主要 叙述 与 竞赛 图 有 关 的 一 些 结果 . 

任何 两 个 顶点 之 间 都 从 有 -条 弧 相连 的 有 向 图 称 为 竞赛 图 . 
d» 阶 完全 图 定向 就 得 到 ， 阶 竞 宰 图 。 图 8.7 中 国 出 的 龙 -个 5 
DE TN 

» 阶 竞赛 图 可 以 看 成 有 v 个 
运动 员 参 加 的 循环 赛 的 比赛 结果 
的 表示 图 ， 运 动员 对 应 于 图 中 的 
人 顶点、 如 果 运动 员 甲 击 败 了 运动 
员 乙 ， 则 从 代表 甲 的 顶点 引出 一 
RACAR DUN DSM Pa , 
8.7 Boy fl w, (Bo ACT z Bi 8.7 
fix. 

因 竞 赛 图 中 可 能 有 这 样 的 顶点 ,与 这 个 顶点 关 EET 
是 关于 这 个 顶点 的 出 弧 (例如 图 8.7 中 的 顶点 2) 或 全 是 关于 这 个 
顶点 的 入 线 ( 例 如 图 8.7 中 的 顶点 w), 这 样 前 竞 赛 图 一 定 不 是 有 
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定理 8.8 ”每 个 竞赛 图 都 是 有 向 半 汉 密 尔 畅 图 ， 

证 对 竞赛 图 的 阶 » 进行 归纳 ， 当 osa 时 定理 显然 成 立 ， 
假定 对 阶 不 超过 v 的 党 赛 图 定理 已 成 立 。 没 了 ERNI v+ 1 的 竞 
RA. ER ? HIR o To 是 > 阶 竞赛 图 , 根据 归纳 法 假定 其 
中 存在 有 向 汉 密 尔 顿 路 (ob yb) 顶点 v 和 每 一 个 顶点 9; 
Gi)! RAUS PUDE, 2: RUE ULA E. 

(D TER, o BONS CO, v), Kel vtro t 
(v4,03,… 2,0) 是 全 中 的 有 向 汉密尔顿 路 。 

(2) 了 中 同时 有 弧 (v1,9) 和 (9,v,)。 令 i 是 一 切 慑 (2,0) 中 
k BU MÉ (OI RO). FÆ 0s mas ts vy) 是 Th 
的 有 向 汉密尔顿 路 ( 参 者 图 8.8)， 口 

定理 8.8 UE, 每 一 个 竞赛 图 都 是 有 向 半 汉 密 尔 频 图 ， 
不 难看 出 ， 非 强 连 道 的 竞赛 图 不 可 能 是 有 向 汉密尔顿 图 ;事实 上 、 
有 向 汉密尔顿 图 一 定 强 连通 , 因为 其 中 的 任何 两 个 顶点 道 过 有 向 
BOB RBI ISR. 很 自然 会 提出 问题 ,是 否 强 连通 的 竞 


Des Yl, HE 


[Ex 


赛 图 一 定 是 有 向 汉密尔顿 图 呢 ? 答案 是 肯定 的 , 称 思 (T.W.Moon) 
在 1966 年 证 明了 下 面 更 强 的 结果 ， 

定理 8.9 ”对 任何 满足 SES” BJ E. Br v3 的 强 连通 党 赛 
Ë 的 任何 一 个 顶点 都 在 T 中 的 某 一 个 有 疝 k BE, 

证 Rut T PEREEMA IR — N'(u), S= N^ Qu), 
Hp T 强 连通 ， 故 和 SES, HEER MR 中 的 顶点 % 
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ERZIU IET ERECTO VE Eo u 的 
有 向 3 图. 

AIR T hec KAE RR C m (sto ba nm) 这 里 
yr, u, Sch Cv, HEH T rp EREA u BURIAL R + 1 Bl. 
分 两 种 情形 考虑 ， 

(D ERE BUR S CV (P) NV (O), 使 得 N* GOD COS, 
N-QO)DW(O)SeG. BF om V(O) 的 每 一 个 顶点 间 都 有 张 相 
连 , 一 定 存在 C 上 相 邻 的 顶点 vo 9,+1， 使 得 (2,,9) 和 (2,9,+1) 都 
ETHER GEI Co nen) 9, Biotan rot) RE US 
É R+1 El. 

(2) 《1) 中 的 情形 不 出 现 , 即 对 于 任何 一 个 ETF(Z)NF(C)， 
EA o 54g — I o, (OSIER o 为 首 , 记 这 样 的 "的 
REAREA o Sg v ASISA v 为 尾 , 记 这 
RD RRMA S. ATINE, 入 都 非 空 , 且 一 定 有 屁 存 
ILEPTAITIQNOMORICMDUMOMEMM C 
WAR k+1 圈 ( 参 看 疼 8.10)， 口 

在 推论 2.15 中 我 们 证 明了 迪 拉 克 的 结果 ， 如 果 简单 图 G 的 
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E 8.10 


Wr v3. X38 608) 2/2. BU G Ei ALIE CR BE D se i p 
XO. ER ERE" AAR, n o CIS B E CG ho nila-Houri) 
loo 年 得 到 的 结果 的 特殊 情形 ， 

定理 8.10 EDER 23 的 简单 有 向 图 ,又 minfð*, ð} > 
?72, 则 中 存在 有 向 的 汉密尔顿 圈 . 

证 首先 说 明 DD 中 有 长 底 >v/2 vA MR. 2518 D rh 
长 的 有 向 路 已 = Qn s usns), M PRK. IN Qu) s 
wes). BEP DE SIE |N Cn) |= d (i907, — 
ZEE u ,满足 I)e. 071, f Qu) € ACD), FÈ 
(1,8515, si-ou) JEDIRAEPRUADBI, "ES IR jm +> 
v/2. 

现在 用 反 证 法 来 证 明定 理 8.10, dn D 6 f go U s AUT 
JB EC (ron 0X DR T RRRA R, R v/2 
«Ix», WPED-V(Ch BEES, PERRA u, RH 
r, KOD miu 和 v 可 能 重合 , 这 时 m AF), UAR 

v1+ m+1 (8.3) 
XIN1»/2. 从 而 
m«v/2 (8.4) 


& S= {iL Go) €CACD)), T- [il ii«t, (v,0) E 
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ACD) E JEN v — v, ARH STÓT — (0. C, 代表 C RA v; 
AE o 为 终点 的 那 一 段 有 向 路 .如 果 SOTD je SCIT. 
则 DF S SCRIBE C; (sou) Poo) GERM v, BUR CR 
向 图 C Eeo 883 (0,0) u, BRAAK P 到 ,然后 经 由 弧 
(o, o RER v), 其 长 为 1+ m+1>1, 这 与 D rp B BI 
的 长 府 为 1 的 假定 矛盾 ( 参 君 图 8.11)， 


图 8.11 


因 卫 是 D 一 FCO) 中 最 长 的 有 向 路 , N*Q)eVO)UY (C). 
因 + 含 于 (CO) 中 的 则 邻 点 的 个 数 恰好 等 于 | 于 | , 天 65(v) 二 1T] 
+Q$(v), 这 里 d ORR v 的 包含 于 VCP) 中 的 出 邻 点 的 个 数 。 
A d+(e)>ót2y/2,di(e)<m,#k 
|? |22»/2—m (8.5) 
完全 类 似 可 证 
* |S]2v/2-m (8.6) 
由 (8.4) 以 及 (8.5) 和 (8.6) 可 知 7 和 8S 都 不 空 ,把 (8.5) 和 (8.6) 相 
加 并 利用 (8.3)， 
IS| - |P]z;»—2 mzl—m-41 
XHSsnT-G.& 
ISUT|-18| e IT 21—m1 (8.7) 
由 于 S 和 了 互 不 相交 且 都 不 空 , 一 定 存在 正 整 数 i Mk ERES, 


EOE 


i-kcT,H 

irjgSUT (1<j<Ek—1) (8.8) 
X RUR EE AM. E rh fe Ye R m LAE Ei HJ. 
IXjxk-—l,k-l1|Md. 

Hi (8.7) fi (8.8) 可 知 km, TÆR É PRI C... - (6 u) 
P(v,r fe — kom e 12061, 这 与 C 是 D 中 最 长 有 向 轿 
的 假设 相 率 盾 . L 

由 定理 8.10 可 以 推出 推论 2.15 ,为 此 只 怖 把 推论 2.15 中 图 G 
的 每 一 条 边 用 与 这 条 边 的 顶点 相同 但 方向 相反 的 两 条 弧 米 代替， 
这 样 得 到 的 有 向 图 D 满足 定理 8.10 的 条 件 , 从而 了 D 中 存在 有 向 
汉密尔顿 图 ， 不 难看 出 , 忆 中 的 有 向 汉密尔顿 圈 对 应 于 G 中 的 汉 


密 尔 从 而 还 明了 推论 2.15。 
= m 
8.2.1 设 有 向 图 DD 中 无 有 向 图 。 证 明 ， 


(a) 5-(D)=0 

O 可 以 把 DD 的 顶点 编号 排列 成 wa， nos ERU TR oie 
y1XXBIS UHR TUR A (nts etude 

3.2.2 DL D E DEGERE 1.3) 

(a) 证 明 ,(1) Do D, G) dio c dz CO. # Í pi X DR v 
MAMA u Bp 32238 ks tg DiBTTDUL u BD v, 

(b) 用 本 题 (a) 中 的 (2) 和 习题 8.2.1 中 的 (a) EED 无 有 向 图 ， 
XIà* (2) = 0. 

8.2.8 WE DJEGRUNTALE Eomax(57,0*] — k, MESI. 

(a) DD 中 有 长 度 之 的 有 向 路 ; 

O ERDO, RED PAKES HINAN. 

82.4 设 Ao RTR ERRA TUA ER EM uS s 
TSA o 到 达 ww 则 称 刀 是 单 边 有 向 图 ， 证 明 音 边 有 向 图 中 一 定 月 有 向 支 


RaR. ER, PED 中 项 点数 景 多 的 有 向 途径 ， 参 考 定理 8.8 的 证 明 方 
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ËJ 
8.2.5 证 明 可 以 对 任何 图 G Z, AERE E ËI D EE e V CDi 
E 
POET KOEST 


8.2.6 证 明 任何 竞赛 图 要 么 自身 是 强 过 通 图 要么 改变 其 中 某 条 边 的 
定向 后 成 为 强 连 通 图 。 

8.2.7 只 有 出 弧 的 顶点 称 为 发 虚 ， 只 有 人 强 的 更 点 称 为 收 点 。 证 明 党 
凝 图 中 的 发 点 和 收 态 最 多 各 有 ~ 个 。 

8.2.8 证 明 竞 赛 函 了 中 一 定 有 这 样 的 顶点 "从 ”出 发 经 过 长 为 1 或 2 
的 有 向 路 可 以 到 达 中 任何 其 它 的 顶点 s。 GERM T HARAKET 
3 v2) 

5.2.9 BETEREN, IEM 

Eao) = Ta Oe) (8.9) 
sE€rGn) rErtT) 
( 据 示 ,改变 也 中 一 条 应 的 方向 之 后 (8.9) 式 不 变 )， 

8.210 设 了 J 龙 竞赛 图 ， 如 果 当 (u,v) 和 (v,w) 都 是 五 的 弛 ,就 有 (x,w0) 
是 的 绚 ， 则 称 卫 是 可 传递 的 。 证 明 可 传递 的 非 平 ALERA- ETAREN 
且 其 中 的 有 向 汉 密 尔 屯 路 唯一 。 

8.2.11 ARGNA o HAREA o HAD. 把 竞赛 图 各 个 项 
点 的 得 分 按 非 降 顺 序 排列 而 得 到 的 序列 称 为 该 之 赛 图 的 得 分 向 最 。 例如 图 
3.7 中 的 竞赛 图 的 得 分 向 量 是 (0,2,2,2,4)。 HR a a) 是 竞赛 


图 了 的 担 分 向 量 , 则 (oa) etd i n(n—D, (5) 对 任何 及 
IXk&n—ls ta t a> + 有一 1 又 不 等 式 对 一 切 严格 成 立 的 
充分 必要 条 件 为 了 HG (O) ESR, + -DLL Ente) 
(ise tsat br n ED G- D- (Dy (rii 


TE DLE PADO BI k, s = k—1, 
8.2.12 VET, E n reel X CUT DORT RK 26 3 ñ # VATERS 
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AR. Goes RET, 的 得 分 向 量 ， 证 明 ， 
erv- ae- X307) 


ERIE n ARR, OTOS Z, n), En HRR COT) 


(nn) 一 ES 


8.8 计算 机 磁 鼓 的 设计 问题 


这 一 节 给 出 有 向 欧 拉 图 的 一 个 实际 应 用 ， 磁 鼓 可 以 抽象 看 成 
一 个 贺 环 , 环 面 等 分 成 2* 格 ,每 … 属 分 别 由 绝缘 材料 或 导电 材料 
构成 ， 深 施 面 一 个 接 一 个 放置 了 上 个 触 头 ,它们 分 别 与 丈 面 上 的 
个 格 相 接触 ， 当 触 头 接触 的 那 … 格 是 早 体 时 , 触 头 中 有 电流 通 
过 , 当 秀 头 接 触 的 那 一 格 是 绝 绿 体 时 , 触 头 中 无 电 敬 通过 ， 如 果 我 
们 用 … 个 触 头 中 有 电流 或 无 电流 通过 的 状 坊 来 分 别 表 示 二 进 制 的 
数字 1 或 0 ,那么 一 列 志 个 触 头 的 一 个 状态 就 表示 一 个 位 的 二 进 
[repu palm D MEL PE I D LEE XD 
PORR ut bag VE LE T T EUM ERE 
头 的 接触 方式 也 有 2" 种 ,但 是 2^ 种 接触 方式 中 有 一 些 可 能 表示 辣 
一 个 二 进 制 有 的 数 ， 图 8.12 中 国 出 了 n=4,=4 的 情形 。 Pita HE 
的 梢 况 触 关 输出 的 信号 为 0101， 
如 果 圆 环 沿 顺 时 针 方向 旋转 ~ 
格 ,输出 的 信号 将 是 1010 ,再 旋 欠 
一 格 输出 的 信号 又 是 0101. 
如 果 触 头 数 较 少 . 输 出 的 不 
同 的 信号 的 数 日 岂 会 比较 少 ， 例 
如 两 个 触 头 最 多 只 能 输出 00,01， 
man 10,11 四 种 信和 号. 一 个 自然 的 问 
题 趾 ,至 少 要 多 少 个 触 关 才能 使 2" 种 接触 状态 输出 的 二 进 简 信号 
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AM AE ME, RT ERES BB" 2* 个 不 同 的 二 XE 制 信 号 ， 
W.B SCR 2252", BR n, ATAR, R3ER— n BRL ER 
个 触 式 ,总 可 以 适当 安排 环 面 上 的 2" 格 的 绝缘 性 与 可 导 性 , 使 得 
输出 的 2^ 个 信号 全 不 同 . 

考虑 277 个 顶点 的 有 疝 图 ， 这 2 个 顶点 用 ?一 1 位 的 ? 进 
制 数 pip Pw-' 来 表示 ,每 一 个 p; 可取 0 或 1 ， 从 人 pa Pai 
BIS AR BE paper pw-i1 和 pz2: t Paci 0 的 出 线 , 把 相应 的 弛 
标记 为 Ppa Paa UR pipas paz 0, X28 A0 pipette 
Pa L pipete Pa- TIE TCEN EE IER 
di C piper tt Bes 1 pasti penas 这 样 就 得 到 一 个 有 向 图 
DD ,其 顶点 数 为 2 , 弧 数 为 2", 每 一 个 顶点 的 出 度 和 入 度 都 是 2， 
LLRI A n 位 2 进 制 数 表示 ， 首 先 不 难看 出 ,对 于 
Dah fX BRA TRU o 和风 ,都 有 以 ”为 超 点 ?为 终点 的 有 沟 路 。 
PIME D. 中 对 于 2 二 010,* 二 110, 只 回去 掉 5 的 普 位 数字 0 ,在 
后 net 的 首位 数字 1 HIH oga 101, RESI vi 的 首 
位 数字 1 在 后 而 添加 ?的 第 2 位 数字 1 , 即 由 o 移 到 011. 
最 后 去 掉 v. 的 首位 数字 0 ,在 后 面 添 Jn e^ 的 第 3 位 数字 0 , 即 用 
以 移 到 v0'， 于 是 (0,91,02,2) 就 是 Ds 中 以 5 为 起 虞 ,9 为 终点 的 有 
n. BIED. 是 连通 有 向 图 ， 由 定理 8.4 可 知 DD, 是 有 向 哆 控 图 ， 
它 的 有 向 该 拉 闭 迹 中 的 线 的 标记 依 怖 序 给 由 2" 个 # 位 2 进 制 数 ， 
由于 D, HE REA n 的 有 向 路 上 依 脾 序 的 各 条 弧 的 首位 数字 
座 好 组 成 了 这 条 有 向 路 上 第 一 条 纹 上 的 n 23 Ae 顺序 到 这 
2" 个 n 位 2 进 制 数 的 首位 数 , 按 反 时 针 方 向 用 这 些 数 标记 环 面 上 
f 2" 8 361025 1 的 格 用 导电 材料 ,标记 为 0 的 格 用 绝缘 材料 ,这 
就 给 出 了 所 需 的 答案 以 4=4 的 情形 为 例 ,D: 的 图 如 图 8.13 所 
E 

DD 中 的 一 个 有 淘 欧 拉 闭 迹 由 图 8.13 中 从 a, 到 a1s ARM 
尼 相 连 构 成 ,这 些 弧 的 标记 如 下 ， 
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1000 
0000 
0001 
0011 
0111 
1111 
1110 
1101 
1011 
0110 
1100 


ds 1001 

Gs 0010 

au 0101 

aw 1010 

a, 0100 
Ji Wi: ioc e — e 81305 o S FEDR T -E Be Be EE TAL fk yi 
ERARE, BERERG ORCI HEB .14 所 示 , 它 给 出 了 2 一 4 情形 的 解 . 


x E 


8.8.1. 387 4e 0807 Ae 130 HIGHER E, 使 得 除 0009 和 1111 之 外 
的 每 -个 4 位 2 进 制 数 卷 是 圆 不 上 某 相继 的 四 位 数 〈 提 示 ， 考察 图 8.13, 去 
HM a: fla), 

8.3.2 设 有 % 个 字母 , DOS IEOMELE HERI RETE AR, ater 4 4 
字母 的 字 。 KRM ARENE E, BERI eO HEURE E 
且 每 一 个 含 4 全 字母 的 字 都 恰好 在 圆 杯 上 某 相 继 的 《个 位 置 出 现 一 次 。 
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第 九 章 网 We 


9.1 流 与 截 


考虑 图 9.1 表示 的 交通 网 . 
ty 2, 也 是 五 个 城镇 ,连接 它们 
的 各 条 统 代 表单 启 行 驶 的 公路 
每 条 新 旁 标 记 的 数字 表示 相应 弧 “ 
的 党 量 ， 倒 如 在 强 (z,2) XE 
T A.D Ceo) AA fA 
内 (例如 每 天 ) 最 多 通过 (例如 说 ) most 
APRITE. SUITUSIRUNDE. SIBIRIANES fI op Ix 
出 发 经 过 交通 网 到 达 Y ? 可 以 给 图 9.1 其 它 的 种 种 解释 ， 例 如 可 
以 翅 弧 丰 成 运输 线路 ,而 箭头 所 示 的 方向 表示 货物 的 运送 方向 , 谍 
资 沟 数字 表示 和 应 的 线路 可 承受 的 最 大 货运 量 ， 这 时 图 9.1 代表 
运输 货物 的 网 络 ， 现 在 的 问题 是 单位 时 间 内 最 多 能 有 多 少 货物 省 
过 网 络 由 T+ 运 送 到 y? 

现代 社会 可 以 说 在 很 大 程度 上 是 通 过 各 种 网 络 (例如 运输 网 
络 . 通 讯 网 络 ,产品 的 调运 分 配 网 络 等 等 ) 来 管理 与 控制 的 ， 因 此 ， 
对 网 络 从 数学 上 进行 分 析 是 一 项 十 分 重要 的 课题 ， 网 络 除了 有 广 
泛 的 实际 应 用 外 ， 在 理论 上 也 有 重大 的 意义 ， 有 些 难处 理 的 理论 
问题 .用 网 络 来 研究 十 分 简洁 ,清晰 ”这 一 m, EMO 
学 理论 并 用 它 来 证 明 有 关 图 的 连通 性 的 门 格 尔 定 

网 络 六 是 指 具有 上 以 下 结构 的 有 向 图 思 ， 

(D DqufGE TTG z Ly o 称 为 六 的 源 , y 称 为 Y 的 汇 ， 

《2) MED Ia 1 Eo CT AE SUSEBCHE eR E oso RARAN 
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HERAK. c 在 钴 “条 弧 上 的 值 称 为 这 条 弧 的 容量 。 

办 此 网 络 叉 是 规定 了 源 和 汇 且 每 一 条 弧 上 都 给 定 了 非 负 整 数 
权 苓 赋 权 有 向 图 .网 络 中 泣 不 是 源 也 不 是 汇 的 顶点 称 为 中 间 顶 点 ， 
中 疗 项 虑 的 集合 记 为 I， 如 果 SCV VSH., da STE 
Mii NUTUS dE V 的 子 集 ， 则 尾 在 8 Va fE T oil N RERE 
ERAST) BRATE: MI SERENE A 


LURR XE KTA Bf 0 7 Lla ATERA K = 
ack 


(S.S. SUSEDIA £609) 08K —(S,8) AE f(O,8)) 
fux (8). SOS COM, M phu (3) Q2) 简 记 
370) (e). 

MR X PIETER ESE EAR A Envie Joa 
Ë 

O) AHEBIa c A RAE 

9 x f(a)e(a) (9.1) 
RAAM POP a 的 容量 ; 
(2) XEM »€ 1, HE ARE 
f'e)-f-o (9.2) 
ur. 

JCa) 称 为 流 了 在 弧 a EHRE. def CO den fs AMER 
流量 不 可 能 超过 弧 的 容量 条 件 (2) 天 未 流 进 每 一 个 中 间 顶 点? 
的 总 流量 与 从 。 流出 的 总 流量 相等 。 任 何 网 络 中 都 至 少 有 一 个 流 
存在 ， 即 零 流 ， 也 就 是 每 一 条 绝 上 的 值 都 等 于 零 的 流 . 

设 8 是 网 络 六 的 顶点 集 的 一 个 子 集 ， 又 了 是 不 中 的 一 个 流 . 
REO- (S) S IO RE, 708) - P CEA, Sr 
È. 
` EODH vC IR, N 
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rro =}; f(e) (9.3) 
vē ver 


如 果 c — (s, EN PRS RA, OC vL os 都 是 中 间 顶 点 。 这 时 
(9.3) 左 端 出 现 1(4)， 右 端 也 出 现 14)， 把 (9.3) 两 端 一 切 这 样 
的 相同 的 项 都 约 去 之 后 得 到 
Flat (y)=f'(e)+ C) 
a 
f'(wy—-f-(z)=f-(y)-ft(y) (9.4) 
等 式 (9.4) 表 明 流 出 源 z 的 流量 等 于 流入 汇 y 的 流量 . 
(9.4) 中 的 值 称 为 流 了 的 值 ， 记 为 Valf. 如 果 太 中 不 存在 流 f^ 
ME Vaf >Valf, LEM PES TS 
WEN REEL SUE, Y 为 汇 的 网 络 . 且 8 是 六 的 顶点 集 的 一 个 
子 集 。 如 果 *E8S,yES, 则 形 如 (8, 有 ) 的 弧 的 全 体 称 为 网 络 的 
截 , 通 常用 来 表示 。 ACIE HE K rh AR DL AERE RR, IE 
为 Cap&, 即 
CapK = Bc(a) 


da N rh 8484638 K 使得 CapK" «CapK , MRT ER K JE 
N hiyi rh 8, 

LI BRA HAZAN, 如 果 f(a)=0,#k 2 f 3k uE 
f(a)70, 8k a 2b f EM: WEF) e (a S a 为 f IL 
如 果 f(a)=e(a)，, 称 6 为 fma. 

E 9.2 给 出 图 9.1 的 网 络 中 的 一 个 流 f. 23 3 有 两 个 
数 ,左边 一 个 ( 粗 体 字 ) 是 相应 弧 上 的 淀 量 ， 右 边 的 一 个 是 弧 的 容 
量 .Valf =6， 容 易 看 出 这 是 网 络 中 的 最 大 流 。 由 粗 线条 标 出 的 
四 条 统 是 一 个 截 ,其 容量 为 14. SEC, 2) f agak. (no) RE f HE 
WAM. oE f ER, Qo y 278 f ER. 

BIM 9.1 NFRA RIEME FRENOS S) BE 
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图 9.2 


Valf -f*(8)—f768) (9.5) 
证 由 于 
* - Valf v-z 
fo-ro-[ p 
把 上 面 的 各 个 等 式 关 于 8 中 的 顶点 求 和 并 化 简 就 得 到 等 式 (9.5). 口 
式 (9.5) 的 含义 是 ; 旋 了 的 值 等 于 从 3 中 流出 的 流量 。 这 是 
一 个 很 自然 的 结论 ， 
定理 9.2 Wf JEU Nb HERI 448, K— (5,8) EN 
中 任何 一 个 截 ， 则 
Valf «CapK (9.6) 
X (9.6) BEARES ERE A POE CS, S )rhib 4 — RAE fom at 
HC S) HHE- RME f SEQ. 
证 Bh. D RIAM CS) «Cap, XIN £708) 20, ih (9.5) 
Valf 2f*(G3)—f7(S) &«CapK 
(9.6) 成 立 等 式 的 充 要 条 件 是 f CS) 一 Cap KEA f- (8) 20, 
(GS, 8) ill 4g — QURE f CRUEL (8,8) 中 的 每 一 条 弧 是 了 零 
x. 口 
因 网 络 中 截 的 数目 有 限 ， 克 一 定 育 在 最 小 截 ， 又 因 任 何 流 了 
的 值 Val f 是 非 负 整 数 ,由 不 等 式 (9.6)， 网 络 中 的 流 可 以 到 到 的 
值 只 有 有 限 多 个 ， 故 一 定 有 最 大 沪 。 
1 产 是 中 的 最 大 流 ， 天 是 六 中 的 景 小 截 ， 因 (9.6) 对 一 切 
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JA KR r E - 
Valf'«CapK (9.7) 
Bp rh De Je KAR Aa RE AREE RR as Ft. 
dgibo.3 SERAN rho — rtu KEEN — 4 R, E 
Val f «CapK (9.8) 
RJ f Aki utu KE SENS. 
证 CE PEN PARKIR AGRIS, BRER 
Val f «Val f* «CapK <CapK 
再 由 (9.8) 式 可 知 - 
Valf--Val f* =CapK =Cap K 
AIER, KEDR. D 
推 沦 9.3 Pri Se], ARERIA fad Ke Co. DRA, RU 
f ok kak. KERDE. CRAB T TES RETE 
Haag (9.8) f fa K LIA ML FIR BOR HEURE h B 


习 题 
91.1 diii 9.3 中 的 网 络 的 一 切 可 能 的 流 和 截 ， 癌 最 大 流 的 龟 和 级 
小 戴 的 容量 是 多 少 ? 


图 9.3 


9 1.2 AURI N HORS TETE A e BLR y 的 有 向 路 ， 证 明 其 中 最 大 芒 
的 值 和 最 小 项 的 容量 都 为 零 。 

9.1.9. KRAN PERMEI EN, ADEN PETAR, 
如 果 新 网 络 六 -号 中 充值 为 正 数 的 流 ， 证 明 卫 中 一 定 包 含 哉 。 


*202* 


9.1.4. WRG, DS CP, T) UEM N SRI, TEICSUT, 
NUT SGT, SAT) 也 是 最 小南， 提示 ，Cap(SUZ, SU) < 
Cap(S.S)+ Cap(T, TF)—Cap (SNT, SAT).) 


9.2 最 大 流 最 小 截 定理 


W f EB N HORE, 卫 是 居中 的 一 -条 路 ,由 忆 的 起 点 经 过 也 
到 它 的 终点 自然 冉 与 其 上 每 条 边 一 个 定向 , 称 为 由 卫 赋 与 的 方向 . 
JR POUSSE a 的 方向 与 由 了 赋 与 的 方向 一 致 ， 称 4 是 了 的 同 向 
M: 否则 称 a 是 P 的 逆向 弧 。 关 于 定义 数值 


RP) minka) (9.9) 
这 里 
(oa) 一 了 (aa) iR ad PRAISE 
Ka) . 
(dr) dmagPExRx C9 


由 于 关于 忆 中 的 NR a ATCA) 20, lk P)O, 

当 1(P)>0 时 , 称 路 为 了 非 饱和 路 ， 当 2( 了 )=0 时 ， 称 路 
PASUAN, SAE P i fiA S AEM, 
dig -ROEINNME f EM. AW z 引 向 汇 的 非 他 和 路 称 为 了 
SN. But 9.4 IMPR RU ACRIOR Bb E: P FIABE 


图 9.4 


如 果 存 在 了 可 增 路 已 ， 了 就 不 是 最 大 流 ， 事 实 上 ， 在 丈 中 癌 
定义 新 流 J aF 
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f(ay+1(P) hii a E Pb 
Ho-[re ia 如 果 4 是 也 的 逆向 (9.11) 
fla) 其 它 情形 
以 下 说 明 了 确实 是 一 个 流 ， 由 PORE IF PHARA a 
oc f (a) - f(a) -LLP) « Ca) + (e(a) fla)  c(a) 
KE a J X: PHIL 
0«f (a) f(a) CP) f Ca) ela) 
Wk, HFN BIOIEBI-- AL 4, 了 (4) 满足 (9.1)， 因 了 只 在 了 可 
增 路 上 才 和 不同， 为 了 检验 守 伍 条 件 (9.2) 是 否 对 一 切 EI 
成 立 ， 只 需 对 了 可 增 路 也 的 中 间 点 检验 即 可 ， 对 于 这 样 的 顶点 ， 
共有 如 图 9.5 中 画 出 的 四 种 可 能 性 ， 为 了 清楚 起 见 ， 图 9.5 中 只 
画 出 与 ”关联 的 各 条 弧 中 属于 可 增 路 一 的 弧 ， 又 假定 已 从 源 z 到 
TY 的 方向 在 图 中 是 从 左 到 右 ， 


v v t n 
2 
ç pd Pd Pd 
- ç 
& A x 
w o w o 


Bss5 


不 准 看 出 .对 于 图 9.5 中 的 任何 一 种 情形 Í 都 在 顶点 " 满足 
守恒 条 件 。 并 且 无 论 可 增 路 己 中 与 溉 < RREME a HAARA 
m. 总 有 

Valf =Valf +1(P) (9.12) 
f 称 为 关于 可 增 路 也 的 修改 流 . 

定理 9.4 ”网 络 中 的 流 了 是 最 大 流 的 充 机 条 PENET 
& Pun. 

证 AR fr PBB P, ih 9.12) 8] f % T Pl 
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RARE Valf D Valf, 故 了 不 是 最 大 流 ， 这 就 证 明了 必要 性 ， 

反之 ,假定 太 不 含 了 可 增 路 ,以 3 表示 和 源 2 TA f IENA 
连接 的 全 部 顶点 ，wE 8. 又 因 不 存在 了 可 增 路 , 故 yE BT EK = 
(S, E NIS — AH. 

48 BICS, 8 ) ri 3E Ac f WAA, CS Sh E 侈 是 了 零 
Jb, Buo) ECS S ib — 43%. 根据 8 的 定义 ,存在 以 * 为 起 
B u 35% IS f dE P dodi Cu, o) RE fRA, PER EC, 
DUE z A odo f dE Am € S, 这 与 ve 矛盾， 因此 
(u,e)Ë EAMA, TORMENS, O bio Ac f EA, AE 
由 (9.5) 式 可 知 

Valf =f+(8)—f-(S8)=Capk 

由 推论 9.3 可 知 了 ERAR, KER. O 

利用 定理 9.4 ,我 们 可 以 从 网络 六 中 任 何 一 个 流 了 (例如 夫 
流 ) 出 发 ,去 求 玉 的 最 大 济 。 如 果 玉 中 存在 了 OIN PUR 1(P)> 
0 是 整数 ， 故 了 关于 可 增 路 P 的 修改 流 了 满足 Valf 二 Valf + 
1(P) 光 Valf + 1， 如 果 玉 中 还 存在 ?可 增 路 ,于 是 又 有 了 的 修改 
wf vaivai +L 由 不 等 式 (9.6) 可 以 看 出 ,这 样 的 过 程 不 
能 永远 进行 下 去 ,因而 经 过 有 限 步 之 后 一 定 会 得 到 这 样 的 一 个 流 
f*, 六 中 不 再 存在 f" 的 可 增 路 ， 从 定理 9.4 的 证 明 过 程 可 以 看 
HAER EER Vel f" e Cap. f" 是 最 大 流 ,天 是 最 小 截 
此 我 们 证 明了 由 福特 (L.R.Jr.Ford) 和 福 克 森 (D.R,Fulkerson) 在 
1956 年 得 到 的 下 述 定理 . 

定理 9.5 ( 节 大 流 基 小 裁定 理 ) ”任何 网 络 允 中 最 大 流 的 值 等 
于 基 小 截 的 容量 ， 

还 需 注意 的 是 ,最 大 流 和 最 小 哉 一 般 不 唯一 ,同一 网 络 中 通常 
都 存在 若干 个 不 同 的 最 大 洲 和 最 小 形 . 

定理 9.5 的 证 明 过 程 同时 提供 了 求 网 络 中 最 大 流 的 实用 算 
法 ,这 个 算 洁 是 福特 和 禄 克 森 在 1957 年 提 出 的 , 称 为 标 数 算法 。 
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为 了 播 述 标 数 算法 , 还 需要 
引进 一 些 绝 念 ， 包 含 在 网 络 六 中 
` hip 982935 qnbi dn J T 8 
RO) z€V(T);(2) 对 任何 v€ 
us V CT), BUP BB z 到。 的 道路 是 
LEZ 了 非 饱 和 路 ， 图 9.6 中 用 粗 线条 
画 出 的 就 是 一 个 了 非 饱和 树 . 

为 了 寻 我 网 络 太 中 的 了 可 增 路 ,只 需 逐 步 扩 大 了 db 饱 和 树 。 
EM T RH z 构成 。 用 以 下 两 种 方式 之 一 来 扩大 了 

(1) YS - V CT) 4n CS, Ehete f dE TRUE a Quo), 
则 把 弧 a 连同 顶点 2? WWA TE 

(2) WRS, OPE f ER a — (uv) RH I a 3E E w 添加 
ATE, 

显然 , 接 以 上 两 种 方式 扩大 后 的 人 仍然 是 于 非 饱 和 树 ， 如 果 
允 可 逐步 扩大 直至 其 中 包含 顶点 y ,这 时 外 中 从 = 到 了 的 路 就 是 
TT P PETES f 关于 可 增 路 一 的 修改 流 了 ，Val 了 > 
Valf . 这 种 情况 称 为 突破 。 如 果 到 某 一 步 了 不 能 再 继续 扩大 , 且 
这 时 到 中 不 包含 顶点 y, 则 了 是 最 大 流 . 

标 数 算 法 是 一 个 系统 扩大 非 饮 和 树 人 的 算 法 ， 根 据 这 个 算 
法 ,每 当 得 到 非 包 和 择 的 了 时候 ,的 经 一 个 顶点 都 附带 上 了 标 数 
(9) CLP), CB. P, ETRA e 到。 的 唯 -- 非 饱和 道路 ,人 P。) 
取 (9.9) 式 决定 的 入 ， 标 数 算法 的 便利 之 处 在 于 当 实 现 突破 时 ,不 
仅 得 到 了 可 增 路 己 ,, 同 时 也 得 到 了 值 7(P,), 从 而 可 以 立即 党 出 基 
ETAR P, 的 修改 流 。 标 数 算法 开始 时 首先 给 源 # 以 MD 
二 oo. 其 进行 规则 如 下 ， 

CD. 如 果 a A f EM, 2 的 尾 % 已 有 标 数 ,但 首 ? X: 
PIN PIT ZIORISUONIORHOIU 

(2 如 果 6 是 一 条 了 iE. a fy Ë u E, ded ev 无 标 
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BG RU o KRKU) mif, f(2)). 

以 上 两 种 情形 都 称 为 以 顶点 ，* 为 基础 对 顶点 v dedit, Und 
已 经 有 了 标 数 的 项 点 ,以 项 点 为 基础 对 一 切 尚 未 标 数 的 顶点 进 
行 标 表 的 过 程 称 为 检查 顶点 4， 标 数 过 程 总 能 进行 下 去 ， 直 至 要 
么 得 到 汇 Y 的 标 数 (这 时 出 现 突破 ) ,或 一 切 已 经 标 数 的 顶点 (其 中 
X y ) 都 已 被 答 查 且 不 再 存在 任何 其 它 的 可 标 数 的 顶点 (这 时 了 是 
最 大 流 )， 图 9.7 中 国 出 了 用 标 数 算法 三 次 扩大 工 的 过 程 ,前 两 次 
导 臻 突破 ,从 而 都 得 到 信 更 大 的 修改 流 ， 第 三 次 不 导致 突破 ,因而 
这 时 的 流 已 是 最 大 流 . 

到 目前 为 止 ,容量 间 数 都 是 非 负 整数 信函 数 ， 不 难看 出 ,如 果 
在 网 络 的 某 些 红 上 容量 函数 取信 正 无 穷 大 , 即 相应 弧 SU RT 
以 不 受 限制 地 取 任 何 非 负 整 数值 ,只 要 网 络 中 存在 容量 有 限 的 截 
岗 络 中 就 在 在 最 大 流 并 有 最 大 尝 的 值 等 于 最 小 截 的 容量 , 且 计 算 
最 大 流 的 算法 仍然 是 有 效 的 ， 


= m 
9.2.1 求 图 9.8 中 的 网 络 的 一 个 最 大 流 。 Chr 是 源 ,y C, C 


9.2.2. 如 果 网 络 N 中 有 一 个 有 向 于 C ,使 得 流 了 在 C 的 每 一 条 弧 上 的 
流量 为 正 数 , 则 称 了 有 正 环 流 .证 明 8 中 的 任何 流 于 都 有 一 个 与 它 等 入 的 流 
P, E P 无 正 环 流 ,并 且 在 源 = 的 每 一 条 人 弧 以 及 汇 y IE AH X E fr 
的 流量 为 从 
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9.2.3. 在 9.1 节 中 定义 网 络 流 时 ,容量 函数 c JE RE TURE HA BV. 可 以 放宽 
要 求 , 设 c 是 非 负 广 义 实 冰 数 . BIEN 中 的 任何 一 条 张 sjc(a) 是 非 负 实 数 ， 
且 多 和 许 <(a) = 十 s<, 即 在 相应 世上 的 流量 无 限制 ， 这 时 弧 a 上 的 流量 了 (a) 也 
允许 到 实 数值 . 

对 于 上 述 放 宽 要 求 后 的 网 络 证 明 ， 

(Ca). WRN 中 每 一 个 裁 的 容量 都 是 光 穷 大 , 草 严 中 最 大 流 的 信 为 Tocy 
WIN 中 有 值 任意 大 的 流 ， 

D) 如果 N 中 存在 容量 有 限 的 截 ， 则 N 中 有 流 值 有 限 的 最 kit. CH. 
Tu WRS, DOREEN, MEH SRE Vaf, 8), 选 一 系列 
Dr STE ELEM 使 得 limVal f, 一 sup{Valf}. 证 明 在 每 一 条 统 a 
上 上 {f(a)} 有 界 ， 从 而 有 收 全 的 子 序 列 ， 用 重复 取 收 做 子 序列 的 办 法 ， 即 
得 最 大 流 .) 

(e) 最 大 流 最 小 截 定理 仍然 成 立 ， 

9.2,4 考虑 习题 9.2.3 洛 义 下 的 流 . WMREARRE D KERK, M 
盟 存 在 这 样 的 最 大 流 ， 它 在 每 一 条 绝 上 的 流量 都 是 整数 、 

9.2.5 定义 网 络 N 时 可 以 在 弛 集 .上 给 出 上 、 下 容量 邱 数 ， 即 在 禄 的 
每 一 条 弧 a LAREN 5(a)<<ela)， 而 约 东 条 件 (9.1) 改 26 PC) fa) 
2(9)， 设 网络 中 有 满足 约束 条 件 的 流 ， 修 改 标 数 算法 以 求 出 景 大 流 并 证 明 
最 大 济 基 小 截 定理 . 


9.8 最 大 流 最 小 裁定 理 的 推广 


到 目前 为 止 所 研究 的 网 络 都 只 有 一 个 党 和 一 个 汇 ,但 实际 问 
题 常会 出 现 多 源 多 汇 的 情形 。 例 如 可 以 研究 由 若干 林彬 产地, 通 
过 某 一 交通 网 ,向 若干 城市 供应 模 精 的 问题 ， 这 时 , 柑 村 产地 是 网 
络 的 源 , 而 作为 柑 桔 销售 地 的 城市 是 网 络 的 汇 ， 

多 涛 多 汇 的 网 络 以 及 其 中 的 流 了 的 定义 与 9.1 中 单 源 , 单 汇 
情形 的 定义 完全 类 似 , 无 非 这 时 源 和 汇 的 数目 都 可 能 不 只 一 个 , 它 
们 的 集 含 相应 记 为 生 和 了 ,开门 了 = @, 

完全 与 (9.4) 式 类 似 , 定 义 
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Valf ef*GOO- f (X)=f-(Y)— £10) 
DRN pi RES MEC SUPE E EZB 
络 中 的 截 仍然 定义 为 形 各 ( 仿 , 蕊 ) 的 琶 的 金 体 ， 这 里 娶 求 从 ， 
TFR 9.9 rh il 38 — FUE s, m2 yu y l) AA 
AER AH P8 3 — 1 A ROSE DEN EE ,省 边 一 个 中 
珀 的 容量 ， 这 寻访 值 是 4 . 


m.s 


研究 多 源 多 汇 的 网 络 可 以 归结 为 研究 单 源 单 ORA VENT 
是 以 入 = nto) BUR AY m yuyay :为 汇集 全 的 网 
绪 ， 新 添 两 个 顶点 CR y^ MEE (S n) Gm 1,2, n DRUGS, 
y»Xj-L2:5 s) JE Vaca An EA + co, N^ da 
BIU ERS 3003885. ERR N pE S 如 下 
了 (a) 4 是 不 中 的 弧 
e re ren a= DICE PETEEEPLO] 
fo QU-fG2 ac Qus m2, 
容易 看 出 ,ff 是 以 z' AW y 为 汇 的 网 络 N hi WF B. 
Valf'— Valf (9.18) 
En f' E: N: USA f ë F # N 053 FAO 01, 
则 了 是 中 的 流 , 且 (9,13) 式 成 立 ， 这 就 建立 了 多 源 多 汇 的 网 络 
PLI EPI EUM N 中 的 流 之 疗 的 一 一 对 应 关系. 因 
此 ,求解 多 源 多 汇 网 络 太 中 的 最 大 流 问题 可 归结 为 求 ORE DIM 
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RAN RARAWA. TN] 3 (2,8) Gon 1,2; n nu) 
一 1 2，…，3) 的 容量 都 是 二 ce, 因此 网 络 X' 中 的 最 小 截 不 可 能 含 
有 这 些 弧 中 的 任何 一 条 ,从 而 N hiU EN ih 的 最 小 截 ， 
BORCK LIE AES 9.5 对 多 尝 多 汇 的 网 络 六 仍然 成 立 ,因此 有 
下 面 的 定理 。 

定理 9.6 NESRECE, WA hik 的 值 等 于 
TUNER, 

图 9.10 中 画 出 的 是 与 图 9.9 rh B D N 538 f 38 2: 应 的 网 
RN BRF. 


m 9.10 


设 D 是 一 个 有 向 图 ， 其 中 的 顶点 4 称 为 源 , 7 称 为 汇 ，D 中 
既 不 是 源 也 不 是 汇 的 顶点 称 为 中 间 顶 点 ,中 间 顶点 的 集合 记 为 
工 ， 假 定 在 上 上 定义 了 一 个 非 负 整数 值 函 数 co). 这 样 就 得 到 
顶点 有 容量 限制 的 圆 络 允 。 这 时 网 络 并 中 的 流 是 指定 义 在 丸 的 就 
集 4 上 的 非 负 整数 值 函 数 了 ,在 每 一 个 pE 满足 条 件 
f*)-f-()&c(o) (9.14) 
(9.14) Ex fe 8k ARAMAN 了 满足 守恒 条 件 和 容量 约束 条 
ft. 
BUT ERÜSBUR N BARN’ An E, EN aA h 
JS 0 RZBPAAT TUS v^ RU v" EMO o) 对 中 每 一 条 以 2 EI 
为 首 的 弧 , 开 “中 对 应 于 一 条 以 ”为 首 的 弧 ; 六 中 每 一 条 以 woE 了 为 
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RÉA, N PEF- RA v^ PLUR N 中 形 如 (2 v") fj 
的 容量 为 (s), 其余 各 条 强 的 容量 都 是 + oo, 

图 9.11 中 画 出 的 是 网 络 卫 以 及 与 它 对 应 的 网 络 媚 "。 项 点?， 
wx 的 容量 标记 在 相应 的 顶点 旁边 的 括 弧 内 


LE 


ATARAR f BE N UU fF. 除了 形 各 (2 en) 
UME 天 的 流量 定义 为 Oh N ERRARE f' 的 流量 与 
NrpEp RIS 83k E f RREH. Plin. ENRAMA, 2), B. 
v SCEEBRESPEEOR MUN rb Ia Qo E) RERERU SIE Qv" ,2^) ,我 们 
AE XC fe (Qo? 2^) ESA S Eo) LRR. Bond 
RIEN hA ATA PRERA ,规定 了 在 a 上 
的 流量 等 于 f^ 在 与 “相对 应 的 弧 a EHRE. FRAR, AA 
Bor Y N BID f 5 N 中 的 流 耳闻 的 一 一 对 应 关系 . 

网 络 叉 是 单 源 单 汇 网 络 , 对 它 来 说 景 大 流 最 小 截 定理 9.5 成 
WRAN PREDAREA + co, 但 在 节 9.2 的 最 后 已 经 说 明 ， 
这 并 不 妨碍 定理 9.5 的 真确 性 、 如 果 把 六 的 中 间 顶 点 的 集合 记 为 
I-(vw,z,e). WEN IB S-(sz,v' ws), Sly, 
v" w",2" «ILC, S) N "rpEG RELIER RED Q^ v), 
(wu), (z^ ,27) EAE BEES RU, ARARE. H 
TN h T BOBISTEARICHDRRUSE (wo), (ww), G', 
27), EZ AI, REKREA RRE + co AEN "PB RR 
是 天 “中 形 如 (z o BR UO ACT E AGAR EA PRR 


’ 212» 


区 "中 不 再 有 从 = 33] Y PATRES; B k 3 rb OD t Z Ñ 
最 小 ， 因 此 ， 如 果 对 项 点 有 容量 限制 的 网 络 六 定义 其 中 的 顶点 截 
是 这 样 一 些 中 间 顶 点 的 集合 ,除去 这 些 顶 点 立 后 , 叉 中 不 百 有 从 
38 v 的 有 向 路 , 且 在 上 面 的 村 求 之 下 ,集合 中 各 顶点 的 容量 的 和 最 
小 ,那么 对 轧 戌 立 如 下 的 景 大 流 最 小 截 定理 . 

定理 9.7 VEN JEBRUM z 和 汇 y 以 外 每 一 个 中 间 顶 点 都 给 以 
容量 限制 (9.14) 的 网 络 ， 则 并 中 荡 的 最 大 值 等 于 裁 的 最 小 容量 ， 

如 果 对 于 网 络 六 中 的 每 一 条 弧 给 出 形 如 (9.1) 的 约束 条 件 , 对 
每 一 个 中 间 顶 点 给 出 形 如 (9,14) 的 约束 条 件 ， 而 网 络 克 中 的 流 是 
TE X # N B030 3 4 上 的 非 负 整 函数 , 它 在 4 上 满足 约束 条 件 (9. 
了 ,在 每 一 个 中 间 顶 点 满足 约束 条 件 (9,14), 这 时 只 要 定义 到 的 混 
合 截 是 驴 的 某 些 中 间 顶 点 和 某 些 弛 所 构成 的 集合 ， 除 去 这 个 集合 
中 的 元 素 后 六 中 不 再 有 从 = 到 y 的 有 向 路 ， 混 合 截 的 容量 定义 为 
其 中 各 元 素 的 容量 之 和 不 难看 出 ， 关 于 以 上 的 网 络 妇 有 下 面 的 
定理 ， 

定理 9,8 设 丸 是 每 一 个 中 闽 顶 点 和 每 一 条 惑 都 给 以 容量 约 
束 条件 的 网 络 , 则 六 中 该 的 最 大 值 等 于 混合 蕉 的 最 小 容量 . 


习 题 
9.3.1 RID a 与 生产 同一 种 高 品 ， 通 过 下 面 的 网 络 运往 销售 地 


* 213 ° 


Yuyoyo 用 标号 算 靶 求 出 从 工厂 运往 销售 地 的 最 大 可 能 的 商品 量 , 
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[H828 (K. Menger) 在 1927 H TATE G A k EAM 
RiuENDEUEXCESD (3 h 连通 和 有 边 连通 的 概念 参 锐 2.1)， 
这 一 节 将 用 网 络 流 理论 米 证 明 门 格 尔 定理 。 

引 理 9.9 设 丸 是 以 2 为 源 Y 为 汇 的 网 络 ， 且 每 一 条 统 的 容 
基 都 等 于 1， 则 

0) NS AT z AY 互 无 公共 弧 的 有 向 路 的 最 
KRH m, 

(2) N RTL AERE sk p OG EPA PREEN z 3] y 的 
有 向 路 所 必须 删 去 的 绝 的 最 小 数目 。 

证 (D f ER AU. BUM 都 等 于 1， 故 了 在 每 一 
条 弧 上 的 放量 要 么 为 零 ， X42) 1. JN ri HE f iode 
Bye hum , 剩 下 的 仍然 是 一 个 网 络 , 记 为 叉 ， 了 在 六 /的 弧 集 上 的 
RAREN Hi A f” ,并且 有 Valf'—Valf, 如 果 不 计 
4g — A EIS CRURA EN “可 以 看 成 有 向 图 , 记 为 刀 /。 因 了 "在 
交 ' 的 每 一 条 狐 上 的 放量 为 +1, 故 关于 有 向 图 已“ 的 每 一 个 顶点， 
有 等 式 

f+(v)=d$, (0) 
f'o)-d» (v) 
[4 
dij(z)—dy(2)-dp.(y) - dii (y) - Valf’ - Valf 
db: (e) = d; (v) e€F(D”)Mz, y) 
由 推论 8.6 可 知 D' 中 有 Val f 条 从 到 Y ERARA FER. 
这 些 有 向 路 也 是 网 络 立 中 的 有 向 路 ,因此 
Val f xm (8.15) 
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FELE.OBGE N pn dA z IY ERARA A Bs XE SCARE 
fig — 4 Ui "Efi m RARR E- ATL E oO RD 1, 在 一 切 其 
TU EUUCNOUT. SLARUEEÉUE CRUCE PUR N PR UE, E. 
它 的 流 值 为 mw。 故 
m= Vali f (9.16) 
由 (9.15) 和 (9.16) 可 知 
m=Valf 
(2) X K- 5, FENA. IDOL e 到 Y 的 任何 有 
AR- EELEE K rg AO, HU A KAIAN -KH 
不 再 包含 从 * IY 的 有 向 路 ,因此 
s< |K|=CapK (9.17) 
BECLQELIENGSSASURHIL|-s, BN—L BRECHA z 
3i y BS BIP. IBN —L hh z 可 以 到 达 的 顶点 的 全 体 为 S”, 则 
2€S',y£ 8' EE =OS, SERN pR BR, K'E 
L. ERE RR v) K'.Qu m) £L, XN —L rh tB z gl 
达 % 的 有 向 路 P,Psv《%,9) 是 一 工 中 由 ?到 ?的 有 向 路 ， 这 
和 be 了 /矛盾 .因此 
CepK &CapK'! — | K^ || L| -n (9.18) 
18 (9.17)(9.18) [gl 
n-CapK [] 
定理 9.10. Vb sU Y RARE D EMS IESS TUR UL, z 
El y HOGAGURLISUR PIPER D CK EL TOU Mt DURS EHE JA z 
BJ y BO ER PT EPOD ME M 
证 z SM y SRI XV D B6 4g — ALIAE 1, 这 
FÉRERIRI EUR N ,出 引 理 9.9 和 最 大 流 最 小 截 定理 〈 定 理 9. 
5), 立 即 得 到 定理 中 的 结论 . 口 
定理 9.11 Vb fn v JE LG rp FEET TUR MA z 到 y 
互 无 公共 边 的 路 的 最 大 数目 等 于 为 使 G 中 不 再 存在 从 z 到 7 的 路 
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所 必须 删 去 的 边 的 最 小 数 上 月 ， 

证 把 G 的 任 一 条 边 。 一 zx HARR e= (u,v) b e”=(v, 
ORRE, KARASH RAD, HEG rm 4 z ñ| y 的 互 无 
公共 边 的 路 ， 任 取 其 中 的 一 条 , 记 为 P oan ngu. 
=y). EPP x s (LESE) DS (ncs e RRE, 
TE D PE RERI m ARA, z S| y 的 有 向 路 ,显然 它们 之 间 互 无 公共 弧 ， 
反 过 来 的 情况 稍稍 复杂 一 些 ， 考 处 也 中 条 从 x 到 3 的 互 无 公共 
驱 的 有 向 路 , 任 取 其 中 的 一 条 , 记 为 P'=(z0,21, rmn = 
2,5,—y),38 P' nlsi (z-i, m) OLRESSR) HH G rh 38 mcam 
REME G PRAN RA vB y 的 路 ,但 是 这 样 得 到 的 路 之 间 可 
TETAXOU. 例如 考察 图 9.13 中 的 两 条 从 “到 Y HEARR 


图 9.13 


的 有 向 路 Pio yis Yn Yt yy), Pim nsum, 
Partt taB VU Etty), HEREDE RRA Z, 
与 它们 对 应 的 G 中 的 路 将 有 公共 边 %8， 如 果 出 现 上 面 的 情况 , 代 
Ë Pi 和 PIE Pi=(z,yu 5" Yicuu,z s y) Pi 
(2, ZZ ez; yote y). 经 变换 后 的 五 中 的 名 条 有 向 
路 仍然 互 无 公共 强 ， 但 是 G 中 按 前 边 叙 述 的 规则 与 它们 对 应 的 严 
条 路 相互 间 出 现 的 公共 边 的 次 数 比 原先 的 情形 少 一 次 . 因此， 经 
过 有 限 多 次 上 述 手 续 之 后 可 以 得 到 G 中 色 条 互 无 公共 边 的 路 ， 根 
SELLERS USB [An D rh JÁ tA y ELARRE RRRA H 
等 于 G 中 从 4 到 7 互 无 公共 边 的 路 的 最 大 数目 。 
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ES DLE IDEEN II 中 一 切 从 “到 ?的 路 。 
以 38 记 G 一 忆 中 与 < 之 闻 有 路 相连 的 一 切 顶 点 的 集合 , Hee, 
ye 8, JOEBHIICS, S)C E. 对 于 任 一 条 边 e= use US, 8], 
s€ S, WA, o) e 对 应 /对 于 及 \[8， 百 ] 中 的 每 一 条 边 , WD 
中 与 它 同 端点 的 两 条 骤 中 的 任何 一 条 来 与 它 对 上 应， 这 样 就 得 到 DD 
jh E, 相对 应 的 吉 条 统 , 删 去 这 组 弧 后 将 破坏 D 中 从 x 到 7 的 一 
DERM. EZ, WEMA D Hi E A mi ARE REAM 
z 到 了 的 一 切 有 向 路 ， 则 在 G RWAN ALB 4E UNA 
相同 的 那儿 条 过 将 破坏 从 x 到 3》 的 一 切 路 ， 因 此 ， 油 去 后 将 破坏 
一 切 从 = 到 的 路 的 G 中 的 边 的 最 小 数目 等 于 删 去 后 将 玖 坏 一 切 
从 + 到 y 的 有 疝 路 的 也 中 的 统 的 最 小 数目 ， 

根据 以 上 的 解释 和 定理 9.10， 立即 得 到 定理 9.11 中 的 结 
wo 

定理 9.12( 关 于 j 边 过 通 图 的 门 格 尔 定理 ) 图 G 为 x 边 连 道 
图 的 充分 必要 条 件 是 它 的 任何 两 个 不 同 的 项 点 之 间 都 有 条 互 无 
公共 边 的 路 相连 。 

dE 充分 性 如 果 G 的 任何 两 个 不 同 的 顶点 “和 Y 之 间 都 有 
天 条 互 无 公共 边 的 路 相 过 , 则 G ORBE EE k—1 条 边 都 不 可 能 破 
坏 Q 的 连通 性 , 亦 即 G 中 不 存在 由 &~1 条 边 构 成 的 志 割 ， 按 定义 
G 是 久 边 过 道 的 ， 

必要 性 ”如 果 G 8 边 迷 通 , 则 4G 中 不 在 在 由 一 1 条 边 构成 的 
边 割 , 故 对 于 任何 两 个 不 同 揭 俩 点 * 和 ? ,至 少 要 删 去 条 边 才 可 
能 破坏 过 楼 e My 的 一 切 路 ,由 定理 9.11, z f y 之 间 有 大 条 互 无 
公共 过 的 路 相连 ， 口 

定理 9.13 设 s 和 Y 是 有 向 图 轧 中 不 相 邻 的 顶点 , 则 DD 中 其 
xz 到 Y 互 无 公共 内 点 的 有 向 路 的 最 大 数目 等 于 为 使 刀 中 不 再 在 在 
从 + 到 y 的 有 向 路 所 必须 删 去 的 了 (ZJ)N{a 全 中 的 顶点 的 最 小 数 
H. 
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证 对 有 向 图 DD 进行 类 似 于 图 9.11 中 关于 BUR N HS. 改造 后 
HA D, WIE V(D)- (2, yv, 7) WV CD) (m. y, 
sp, XD HORE GS 0), Qe) Qr mos Cs Y), 
划 在 DD' 中 对 应 地 连 统 (# ,00) Q2), (s v0, Qo y) EDITUS 
Mwao) MED OPERO o) 此 外 在 D' 中 还 连 .上 上 所 有 形 如 
GO ui) 8538. 

ARDEREA BYAR, D 中 也 就 没有 从 ?到 y 的 有 向 
路 ,反之 站 真 .如 果 D 中 有 从 ?到 7 的 有 周 路 (%,9:,,5;, nme y), 
MED 中 有 从 4 到 Y》 的 有 向 路 (#897 n Vis Vas tt toV bis y)" 
反 过 来 ,由 于 在 局 “中 兴 的 出 邻 点 只 有 思 ，22 ARARA vi, W 
JE D o A y A BIR TE Rt seas t oco 
y) E Db "E EAE BEDS ACIE EC 01, mu tots y), TIED 
中 从 z 到 Y 的 有 向 路 的 集合 与 D' 中 从 * EL y 的 有 向 路 的 集 含 之 
间 存 在 一 一 对 应 。 在 这 个 一 一 对 应 下 ，DD 中 从 * 到 3》 互 无 公共 内 
点 的 有 疝 路 的 集合 对 应 于 D’ HA eB y ERA RMA 有 向 路 的 
集合 ; 反 过 来 容易 看 出 ，D’ PA BY ELAMA ERR 
合 也 对 应 于 了 中 互 无 公共 内 点 的 有 向 路 的 集合 。 AE, DHA T 
到 Y 没有 公共 内 点 的 有 向 路 的 最 大 数目 STD 中 从 ?到 7 没有 
公共 弧 汐 有 向 路 的 最 大 数目 . 

岂 于 中 没有 从 “到 7 的 有 向 路 的 充 要 条 件 是 D” 中 没有 从 
7 到 Y 的 有 向 路 ,因此 以 下 限于 考虑 D 和 D’ 中 都 有 从 5 至 3 的 有 
向 路 的 情形 。 因 z 和 在 DD 中 不 相 邻 ， 8k V(D)NMz yh — 348 
这 样 的 顶点 的 集合 ， 删 去 集合 中 的 顶点 之 后 将 破坏 DD 中 从 z 到》 
的 一 切 有 向 路 , 设 这 样 的 集合 中 顶点 的 最 小 黎 目 为 ,由 于 D 中 有 
从 “到 Y 的 有 向 路 , 故 % 之 1, 又 设 1 二 {2,v,w,，…} 就 是 这 样 的 一 
ARA Iln ” 设 删 去 后 将 破坏 D' 中 从 到， 的 一 切 有 向 路 的 
性 的 最 小 数目 为 n", HTD RA z 到》 ERAI e n^ 1, X 
IE BRER- AMR, B =n. BAAD RS I ei 
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MRHAR (u^ ,u) , (v^ 0") Qu^, w) yere 等 之 后 将 破坏 
D rh JÁ 23 y 的 一 切 有 沿路 ,因此 

n'&n (9.19) 
Hp z s y fED' p lop HAT h T B EE ROSE SOR 37 H Ek vit; 
MR RRR ERAWAN e) KO o ERI, ie B ERRA 
AFERRA, (u u”) ERR, (nu ERR, Cu”, y EIS 
ARO”, u VERA, REBHA, v^), (u, yO, 
u^) SERA UE In C, uM, RAAR. 因 
(u, u”) 是 ww BE — HUK R1u” EAR, BORB rj aod, 
将 破坏 DD' 中 所 有 从 z+ 到 的 有 疝 路 ,由 B 的 最 小 性 可 知 | B'| = 
181=n'. 容易 看 出 ,如 果 将 B' 中 的 弛 所 对 应 的 号 中 的 顶点 删除 ， 
DIWORCR EERLA, z 38] y 的 有 向 路 ,所 以 

nn’ (9.20? 


由 (9.19) 和 (9.20) 可 知 
n=n’ 

总 之 我 们 证 明了 了， MERRER DRA sA y Bs — UD. 向 路 的 
VODN(, y) 中 的 顶点 的 最 小 数目 等 于 删 去 后 将 玻 坏 也“ 中 从 = 
B| Y 的 一 切 有 向 路 的 吻 的 最 小 数目 - 

RRETA, 由 定理 9.10 立即 得 到 定理 9.13 的 结论 . 口 

定理 9.14 VES Ay 是 图 好 中 不 相合 的 顶点 , 则 连接 二 和 y 
的 互 无 公共 内 点 的 路 的 最 大 数目 等 于 为 使 G 中 不 再 存在 从 = 到 Y 
的 路 所 必须 删 去 的 VLG)N{z,y} 中 的 顶点 的 最 小 数目 ， 

证 只 希 把 G 中 的 边 换 为 端点 相同 但 方向 相反 的 两 条 颖 ， 得 
有 向 图 轧 ,再 进行 与 定理 9 11 的 证 明 类 似 的 推 逮 即 可 。 口 

定理 9,15( 关 于 上 连通 图 的 门 格 尔 定理 )  vIRk e 1 的 图 G 是 
并 连通 图 的 充分 必要 条 件 是 G 的 任何 两 个 不 相 邻 的 顶点 之 间 有 天 
条 互 无 公共 内 点 的 路 相连 。 

证 若 xG)2>K+1， 且 G 的 任何 两 个 不 怕 邻 的 硕 虑 之 问 有 有 


*219* 


条 互 无 公共 内 点 的 路 相连 , 则 G 中 不 存在 由 一 1 个 顶点 构成 的 
顶点 割 , 因 此 G 是 上 连通 的 。 

反之 , 设 G 是 有 连通 的 ,如 果 G 中 有 不 相 邻 的 顶点 z 和 Y ,由 
于 至 少 要 删 去 F(G)\M{z,y} 中 的 上 个 顶点 才能 破坏 * 和 之 间 的 
一 切 路 ， 因 此 由 定理 9.14 -- 定 有 互 无 公共 内 点 的 条 路 连接 顶 
点 zx 和 yY. D 

= m 

9.4.1 WUCV(G),X eCV(G)NU  v—U XE IBI G rh A e AUH 
101 条 路 ,其 中 的 任何 两 条 除 。 外 再 无 其 它 的 公共 顶点 ,证 明 图 G 连通 的 充 
分 必要 条 件 为 G 的 阶 登 少 为 +1 AFEN UCV), (U| =k AREN 
EVAG 中 都 有 9 一 D 8. Go. VEG k EA RUBUS E uds 
也 的 每 一 个 顶点 问 连 边 ,得 新 图 O' EN G h IER MEM 9.15.) 

9.4.2. 证 明天 连通 图 (k>2) 的 任何 万 个 顶点 都 在 某 一 个 柜上 。 (提示 ， 
归纳 法 ; 太 连 道 图 一 定 有 一 1 过 通 ,利用 习题 9.4.1 中 的 结果 ，) 

9.4.3. 设 5 与 7 是 图 G 的 顶点 集 的 两 个 互 不 相交 的 子 集 , 证 明 一 端 在 
人 中 一 端 在 史 中 且 互 无 公共 顶点 的 路 的 最 KRESTNA 后 将 破坏 连接 3 
和 包 的 一 切 路 的 顶点 的 景 小 数目 ， 

9.4.4. 如果 已 知 顶 点 型 的 门 格 尔 定理 (定理 9.15) 成 立 ， 通过 考虑 图 好 
的 线 图 (6)， 证 明 边 型 的 门 格 杀 定 理 (定理 9.12) 成 立 . 

9.45 用 定理 9.14 来 证 明定 理 5. 6( 柯 尼 希 定理 )。 
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Las ME rd T RISI EZE lal 


10.1 国 的 关联 矩阵 与 邻接 矩阵 


在 1.1 池 引入 了 关联 矩阵 与 邻接 矩阵 的 概念 ， 这 一 节 将 对 它 
们 化 进一步 的 讨论 ， 实 际 七 ,从 前 面 名 章 可 以 看 出 ,用 图 形 表示 图 
是 很 方 鲁 的 ， 但 是 ,一 个 图 除 可 用 图 形 表示 外 ,还 可 用 优 阵 两 示 。 
图 的 短 阵 表示 便于 用 计算 机 贮存 和 处 理 图 。 

设 0 是 一 个 具有 ”个 顶点 和 。 条 边 的 非 空 图 ,为 了 简单 起 
见 .我 们 这 里 还 假定 中 没有 环 , 即 中 的 每 一 条 边 都 是 过 杆 。 一 
+ vx e Mf 和 (G)=[mo] 称 为 G 的 关联 息 阵 ,如 果 
m! , 当 第 个 顶点 与 第 j ST 
Clo ,在 相反 的 情形 下 
在 图 10.1 中 ,我 们 给 出 了 一 个 了 及 其 关联 逢 阵 


Ee 6 t 
myl 
uji 


^ 
EJ 
> 


noonoo? 
=“... 


em = e... 
nooo 
Peace” 


0 
° 
"| o 
tel 0 


BG LE I 
图 iol 


RURIBIS X BUB PEB E X ,如果 已 给 出 一 个 图 的 图 形 表 未 ,我 
们 能 够 很 容易 地 写 出 图 的 关联 答 阵 ， 反 之 ， 如 果 给 定 了 一 个 图 的 
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Xe pk tT Eg dE E) RT IBIROFRE SOR. Seb E, MNR 
BE 5 HUE OR S 25 PESE FSI D S. 

图 的 关联 矩阵 有 下 列 非 常 明显 的 性 质 ， 

(1) 每 一 列 从 包含 两 个 1《 因 为 每 一 条 连 杆 论 与 两 个 顶点 相 
Xm. - 

(2) 每 一 行 所 包含 的 1 的 个 数 等 于 对 应 顶点 的 麻 . 

(3) Æ GÆTTER E 6,,G，,,…,G。 是 它 的 连通 分 支 , 那 
么 由 于 属于 一 个 分 支 的 顶点 和 属于 另 一 个 分 支 的 边 互 不 关联 ， 只 
要 适当 排列 顶点 和 边 所 对 应 的 行 与 列 ，G 的 关联 失 阵 可 以 写成 如 
下 的 块 对 角形 式 ， 

M(GQ,) 
M(G:) 0 


0 ~ 
MC.) 


其 中 MO) BRE X 0,-1,2, o) HRRERE, 

(4) 3&— t XS DErp aS WEEDS, RRERCTAEII A 
图 中 将 两 个 对 应 的 顶点 或 边 的 标号 互 换 ， 册 此 我 们 可 以 得 到 下 面 
的 定理 10.1. 

定理 10.1 两 个 图 G, 与 SG: 同 构 ， 当 且 仅 当 它 们 的 关联 矩阵 
可 以 通过 行 换 序 和 列 换 序 而 互 化 . DT 

下 面 我 们 讨论 图 的 关联 逢 阵 的 秩 。 首 先 我 们 注意 ， 关 联 算 阵 
只 包含 0 和 1 这 两 个 不 同 的 元 素 ， 为 了 与 下 面 要 涉及 到 的 图 的 向 
景 空间 协调 ， 我 们 还 规定 这 两 个 元 素 取 自 域 GP(2)《 即 集合 (0, 
1), 在 其 上 定义 了 mod.2 加 法 , 0+0=1+1=0,0+1=1+0=1; 
以 及 mod ,2 乘法 , 0-0—0-1—1.0—0,1.1—1), JG, 对 于 任 一 
个 具有 = 条 过 的 图 G, 我 们 称 域 G F (2) FB5 。 维 向 量 空间 为 8 的 
边 向 量 空 间 , 于 是 , 4 的 关联 矩阵 有 4(G) 的 每 一 行 都 是 其 边 向 量 空 
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M(G)- 


lau RAE 3949 MOORS d BA M, Ii» NU 
M, 


M, 
M(Q- e. 0.0) 
M, 


MERRE M(G) EGRE M Ma, n, M, 所 包含 的 线性 无 
关 的 向 量 的 个 数 的 最 大 信 。 

定理 10.2 车 G 是 » 阶 连通 图 ， 则 G 的 关联 矩阵 的 牧 为 
v1, 

证 WERE M(G)—r, 因为 型 (G) 的 每 一 列 恰 有 两 个 1, 所 以 
M(G) 的 全 部 行 向 量 MMe M, 的 和 等 于 0， 因此 M.,M,, 
ce M, 是 线性 相关 的 , 即 reco 1, 

现在 我 们 考虑 M(G) y fes F AHEREREMS M, s M. 
I&RExr—1, R2 G RER, Ma Martita M.,0, B G hi 
有 -条 边 , 它 的 一 个 端点 与 某 个 GE 信和， 证 相对 应 ,而 另 一 
ARR ISXEA 1€ 1,2, ov) N oi] 相对 应 , 于 是 在 
MOD) RUNE PI, 它 所 包含 的 两 个 1 中 , 有 一 个 且 仅 有 一 个 是 
Mo Matte, 中 的 革 一 个 的 分 量 ， BERA, Mo Muss, 
M, HARETO HFFR 0 8118408, 型 (9) 中 
任何 ?一 1 个 行 向 量 的 任 往 一 个 系数 不 全 为 0 的 E 性 组 合 一 定 是 
这 v—14 FERAE & AARG, Sk MA L 
LER EN k AREARE F 0, 所 以 MCG) BS FERE v —1 个 行 向 
量 是 线性 无 关 的 ， 国 此 rm—1. D 

利用 定理 10.2, 并 注意 具有 @ 个 连通 分 支 的 图 如 的 关联 抵 阵 
可 以 写成 块 对 钊 形式， 不 难 将 定理 10.2 作 如 下 推广 , 

定理 10,3 Sv WHEG FU o HE XS ou, MÆ 
M(G)ev—o, D 
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ERR] 12: UE Bata, EIAN, aE 
^r» BH, GRSSHUERE AG) - Lau ME e vx v 矩阵 ,其 中 
a, 等 于 图 G 中 第 i 个 顶点 与 第 j 个 顶点 间 的 边 数 ， 作 为 例子 ,图 
10.2 给 出 了 一 个 图 及 其 邻接 矩阵 。 


$m 95; 9 v 
“ayo 


ennon 
"ono 
nonno 


° 
a| 0 
vio 


图 G 的 邻接 归降 
图 10.2 


图 的 邻接 矩阵 有 下 列 非 常 明显 的 性 质 ， 

G) 车 8 是 > 阶 图 , 则 A(G) 是 一 个 以 非 负 整 数 为 元 天 的 > 阶 
对 称 方 阵 ， 反 之 ,对 于 任何 给 定 的 以 非 负 整数 为 元 素 的 > 阶 对 称 
方 降 Q, 总 可 以 构造 一 个 > 个 顶点 的 图 C ,使 得 Q=4(G), 即 Q 是 
Gifs 458538 BE, 


(2) G hi AIRES Tau 208. 

(3) 4(G) 中 两 行 的 对 换 以 及 相应 的 两 列 的 对 换 ， 相当 于 G 
中 两 个 对 应 的 顶 虚 的 标号 的 对 换 ， 因此 ， 两 个 图 GL 与 G, FE, 
当 且 仅 当 存在 一 个 置换 矩阵 卫 使 得 

ACQ) - P'A(G,)P 

所 谓 置换 矩阵 是 指 一 个 每 行 及 每 列 谷 有 一 个 元 素 为 1， 而 其 余 元 
362928 0 的 矩阵 . 

(4) G B o AE XE 05,01, n, G. 组 成 , 当 且 仅 当 在 顶 
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点 的 适当 标号 下 的 邻接 夭 陈 A(G) 可 写成 如 下 的 块 对 角形 式 ， 


ACG) 0 


A(G) 
AG) = . 


0 ^ 


Web 4(G,) 是 连通 分 支 G, ha gne, 
REEN, PRERE A(G) 中 的 元 素 ai, 等 于 图 中 连接 第 i 
个 顶点 与 第 ;个 顶点 的 不 同 边 的 条 数 ， 其 实 我 们 也 可 以 把 ou E 
释 为 G 中 连 边 第 i 个 顶点 与 第 了 个 顶点 的 长 度 为 1 的 不 同和 途径 的 
数目 ， 下 面 我们 将 会 看 到 这 种 解释 是 有 意义 的 。 首先 看 夏 AG) 
与 自身 的 乘积 ， 例 如 ,图 10.2 中 的 图 好 的 邻接 矩阵 ACG) 是 一 个 
5 阶 对 称 方 阵 ,而 47(G) 二 A(G)A(G) 也 是 一 个 5 阶 方 隆 : 
022 


A(G,) 


r4 01 
0 6 12 

A(G)=|2 1 3 2 2 (10.3) 
2 3 2 


m 
to 


L02 2 2 3 


TFSURULA' CORE i FR j 列 的 元 素 一 一 我 们 把 它 记 为 
9 一 -等 于 由 vi 到 v, 的 长 度 为 2 的 不 同 途径 的 数目 ， 实 际 上 
我 们 有 


» 
a 
aP = D Gnt 
imi 


由 于 ax s, | n 的 长 度 为 1 的 不 同 途径 的 数目 ,而 os 6, 8| 
v, 的 长 度 为 工 的 不 同 途 径 的 数目 ， aocu 就 是 从 2% 到 9; 的 经 过 


v, 的 长 度 为 2 的 不 同 途 径 的 数目 ， Bul 0401; lk JE, v. P v, 
wi 
的 全 部 长 度 为 2 RUANEDIRTRRUEH, VORSERQUOERDUE, RRE 
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X, RHOD LIEU IH FIGUR SD OA, 
LAM M Va hOn 
SE AODIRDUEBI SR UURUE LACUS NUR, M 
此 可 能 由 现 这 样 的 情况 ， 两 个 途 短 机 为 顶点 和 过 的 序列 是 不 相同 
的 ,而 做 为 顶点 和 这 的 该 是 相同 的 ， 例 如 ,在 (10.3) 中 aci 
Bs 与 和 的 长 谋 为 2 的 不 同 泛 径 有 4 系 , 它 们 是 
VeVe, tbiezUs6)Pi 
9561976926, Pre2D26201 
其 中 前 疯 个 途径 芝 为 顶点 和 这 的 序列 是 不 同 的 而 向 顶点 与 边 的 
BERAN. 

A FERMER RA A SET RES r, 我 们 可 以 

EXAM r Uc 
A'(G)=AG)ALG)=A(G)A' (8) 
关于 A0) ,我们 有 如 下 的 定理 。 

定理 10.4 A"(G) 中 的 第 i 行 第 AMERS F ABIR 
jv, HERO r 的 不 同 的 途 短 的 数 具 ,1<cyjccw。 

E 对 ?入 全数 学问 纳 法 . 当 7=1 MR 4A(G) 的 定义 知 定理 
Hv, RAONS CSS j AUTRET OPE Do 58 9, 
EBE 1 的 不 同 的 途径 的 数目 将 4r(G) HA iR jA 
fosse oat Fi 

ato rat? as, 
k=1 


由 入 纳 假设 , af- ?是 G 中 连 搂 v 5 o, 的 长 度 为 ?一 1 的 不 同 途 
径 的 数目 ,因而 at Dau; 就 是 通过 v4 BU u 与 v1 之 间 的 长 认为 r 


TET TENOR SES 就 是 人 部 的 wi 与 9/ 之 间 的 
=l 
长 度 为 + Ra qen B, D 
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推论 10.5 设 图 G 有 ”个 顶点 ，G 是 连通 图 的 充分 必要 条 
MEERE X= ACG) - A(G) tiee tAr 中 每 一 个 不 在 主 对 
角 线 上 的 元 素 都 不 等 于 0。 

证 营 G 壕 通 ， 则 中 任何 两 个 不 同 的 顶点 0 与 9;(i 尖 四 之 
间 有 一 条 路 ， 设 其 长 度 为 1， 显然 [<<v 一 J， 于 是 在 AD 中 
a9 才 0, 从 而 下 中 第 1 行 第 1 列 的 元 素 不 等 于 9。 因 i 二 是 任意 
的 ,所 以 必要 性 成 立 

反之 ,由 下 中 每 一 个 不 在 对 角 线 上 的 元 素 不 等 于 0 可 知 :@ 中 
任何 两 个 不 同 预 点 之 间 有 一 条 长 度 不 超过 »—1 的 途径 ,从 而 是 
xe. DÚ 

推论 10.6 连通 图 C 中 两 个 顶点 n 43 o C53) 之 间 的 距离 
SFR HALRA REE AO 中 第 i 行 第 j 列 的 元 素 不 为 0 的 
暴 小 整数 . 

证 mm 与 o ZRUOPRBOD R MERA G 中 有 - -条 长 为 的 
m. Fr EU] k WRI, AORE i 473 J 列 的 元 素 
KA MA- rk — 1, AT COORURE i fE 》 列 的 元 素 为 0， 口 


3 B 
10.1.1. 求 图 G, 使 得 
901201 
119011 
M(G)- 
OS , s 3 ro 
919000 


10.1.2. 证 明定 更 10,3. 


10.2 ”有 向 图 的 关联 矩阵 与 邻接 矩阵 
对 于 有 向 图 ， 我 们 也 可 以 定义 美 联 乱 隆 和 邻接 短 隆 并 得 到 一 
系列 有 关 的 性 质 ， 
。227 。 


UDE -TRA v ABU c ACRLELESRBUJEZUR IE, DIS 
关联 矩阵 MOD) - Dm E 4 vx c BRL JOR 
i Bi TERRE ALMUS 
mo—1—1 第 i 个 顶点 是 第 7 条 弧 的 首 
0 第 ;个 项 点 与 第 了 条 弧 不 关联 。 
在 图 10.3 中 给 出 的 是 一 个 有 6 个 顶点 、8 43004 HEARR K 
KERE. 


Df XO 
E 10.8 


ELE tE CS A ts P 0535 SE OR CL I kE R. 

D M(D) 的 每 一 列 恰 有 一 个 1 和 一 个 一 1. 

(2) MDE Thi 1 的 个 数 等 于 对 应 顶点 的 出 席 ， 而 
一 工 的 个 数 等 于 对 应 顶点 的 入 诬 ， 

(3) E DIERIBÉIS W Di Datt, D. J: D HABIE, 
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则 大 (也 ) 可 以 写 戌 如 下 的 抉 对 角形 式 
MO.) 1 
MOS 0 
MO) = . 


|- 0 M(D,)j 
其 中 M(Di) 是 有 向 图 D. Ie UE 11,2, ,@。 

(D EMCDrP iS BEEESRATUEL AR, 1825 FE D po EISE 
应 的 顶点 或 边 的 标号 互 换 ， 由 此 可 以 得 到 下 面 的 定理 10.7. 

定理 10.7 ” 合 个 有 向 图 同 构 , 当 且 仅 当 它们 的 关联 和 矩阵 可 以 
通过 行 换 序 和 列 换 序 而 互 化 ， 品 

关于 凡 ( 也 ) 的 秩 , 有 与 定理 10,2 相 类 似 的 下 列 定理 。 

定理 10.8 Er MAAE DEEH, RMO) »—1, 

证 只 需 考虑 22 WWE AAM v=1 B$, iñ Tp 
R e=0, AMDE, 

TEMO) S — EHE ES Bh Ef e 维 向 量 空 间 的 向 量 并 用 
MRR 61,2, 于 是 

HM, 
M, 
M(D)- 
M, | 

由 于 MM(D) 的 每 一 列 恰 有 一 个 L0 RAM +M, 
了 "十 于 ,一 0, 也 就 是 说 组 成 好 ( 忆 ) 的 ”个 向 量 是 线性 相关 的 。 
因此 秩 MC D)«»—1, 

下 面 只 需 证 明 MOD) 中 存在 »—1 个 向 量 是 线性 无 关 的 。 实 
BRE SUITRTELUIEBI M CD) 14031 > 一 工人 个 向 最 线性 无 关 ， 不 然 ， 
可 假设 M, MM,,…… M, 线性 相关 而 不 类 一 般 性 ,于 是 必 有 不 全 
为 0 的 实数 c1,62，，… C1 BREL M e LM e c aM, v0. 
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MES FR DEER, D pope TE LE AR. MA M01 
s», HEBR {isin bI .2, v1) R2, ERE, 
eur, Ca ARA O Hoe Matu Mat or ca 一 0， 另 一 方 
Ti EDS MM, s MARIM TURCO 0n tmu RT 
ADEWE, DR Ar AOL, WAE 了 ACCES Ps a 
Teatral ERS OU vs TU 一 个 端点 不 属于 
(abae b l. FE M, 的 第 了 个 分 量 不 等 于 0， 而 M., -. 
M 的 第 了 个 分 量 均 等 于 0 ， 又 因为 0,40, 所 以 线性 组 合 c M, 
eu M,+ ten Ma 不 可 能 等 于 0 , FA T 

用 类 做 的 方法 并 注意 前 面 所 列 出 的 MD) GE LCS) ,我 们 不 
难 将 定理 10.8 做 如 下 推广 

定理 10.9 车» 阶 有 向 图 DD 有 个 连通 分 支 , 则 秩 MD) 
= 一? 一. O 

设 D 是 一 个 + 阶 有 向 图 的 邻接 矩阵 是 一 个 >x» 和 矩阵 , 记 
为 ACD)=[as], 其 中 ao 为 忆 中 以 第 # 个 顶点 为 尾 . 以 第 了 个 顶 
BOUES EE G5 i 二 j 了 时 ,就 是 第 ?个 顶点 上 的 环 的 数 上 月 )。 
图 10.4 中 给 出 了 一 个 有 向 转 刀 及 其 邻接 惩 阵 的 例子 . 

有 向 图 的 邻接 矩阵 具有 下 列 性 质 ， 


comooom 


RD DW SM 
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G) 4(D) 是 一 个 以 非 负 整 数 为 元 素 的 ， 阶 方 阵 。 反 之 ,对 于 
任何 给 定 药 以 非 负 整数 为 元 过 前 v 阶 方 阵 Q, 可 以 构造 一 个 有 > 
个 顶点 的 有 向 图 ,使 得 ACD) =0, ROED P ATHE 

(2) 4(D) 中 第 i 行 ( 列 ) 5638003098 D HA ;个 顶点 的 出 
CAI. 

(3) A( 刀 ) 电 两 行 的 对 换 以 及 对 应 的 两 列 的 对 换 ,相当 于 DD 
中 对 应 的 两 个 顶点 的 标号 的 对 换 。 因 此 ,两 个 有 向 图 Da 与 D. H 
18, B 234 A(D.)5 AD) 仅 有 这 种 行 与 列 的 排列 上 的 差别 

(D 若 Q 是 有 向 图 万 的 邻接 矩阵， 则 Q& 的 转 置 是 有 向 Bl D 
的 着 向 图 D BRERA IE 8.1.3), 

(5) DH w 个 连通 分 支 组 成 ， 当 且 仅 当 4( 刀 ) 可 写成 如 下 的 
抉 对 角形 式 ， 

[A(D,) 了 
ACD) 0 
A(D)= " 
L 0 A(Da)] 
其 中 A(,A(3, 7, ACRES A X Da, Dasty DD。 的 
prs 

对 于 让 向 图 的 邻接 矩 隆 ACD), 我 们 也 可 以 定义 它 的 之 
A'(CD), 3X B r 是 任意 的 正 整数 。 下 面 的 定理 与 上 一 节 中 的 定理 
10.4 相似 ， 我 们 只 给 出 定理 本 身 , 而 把 定理 的 证 明 留 作 习 题 . 

定型 10.10 ADYA i FR S IRRE TERED h 
Bi HF| 2:14 TANTAN RES r Us Ee E. D 


3 HB 


10.2.1 证 明定 更 10.9, 
10,2.2 LEZFE 10.10, 
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10.2.8 设 力 是 " 阶 非 空 有 向 图 ,于 与 义 分 姑 是 刀 的 基 联 抱 阵 与 邻接 钨 
阵 ， 设 六 = (8i:) 是 vx» 对 角 第 阵 , E da 等 于 也 的 基础 图 的 顶点 v, 的 度 
sis»), 证 明 MM'— D—A, 


10.5 图 空间 与 补 医 空 间 


在 前 一 节 讨 论 有 向 图 的 关联 矩阵 的 秩 时 ， 我 们 曾 涉及 实 教 域 
上 的 e 维 向 量 空间 ， 实 际 上 ， 我 们 可 以 把 e 维 向 量 空间 与 有 e 条 
3E RS CE EIER D t 83 pa D (S E i, 并 把 它 记 为 .x . 
TES 2 tE DIO KR EM EE— 4k ES akak. 中 的 一 个 向 量 ， 
在 这 一 节 中 ， 我 们 主要 讨论 .sx 的 两 个 子 空间 ， 园 空 间 和 补 图 空 
ig. 

Wt f GESUCHE ODAM A ERG SERES, WRH 
FRAMA EV 有 

f o)-f*G) (10.4) 
则 称 了 是 妃 中 的 一 个 环流 ,在 (10.4) 中 了 7(v) Se o S LAGE 
E FERI S ORT ?的 一 切 出 层 上 的 了 的 信和 的 和 . 我 们 
在 图 10.8 中 给 出 了 一 个 环流 的 例子 .环流 这 一 称谓 来 源 于 电网 
fk. AudE DOOR BUR, JE- REWER AER i 


图 10.5 一 个 环流 


流 的 值 ,那么 (10.4) 就 表示 通过 力 中 任何 一 点 的 电流 守恒 ,因而 了 
弄 未 刀 中 的 一 个 电流 的 环流 。 显然, 任意 两 个 环流 的 和 ,任意 实数 
Mis dini ME x 因而 也 都 是 球 流 ， 因 此 ,全 体 
玫 流 的 集合 是 向 量 空间 -x 的 一 个 子 空 间 , 我 们 把 它 记 为 2, 
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ARR ELTER H , gn D rp SERE ,出厂 中 的 任何 环流 
MEP D rB 9 fE fil sebe SIHEN a CAPE f(a)=0 Cd EUR. 
下 面 的 引 理 10.13). EE D PREA AAR BJ AY EHE 
WEA. BOED h-I TO 一 个 定向 ,以 C+ 表示 中 
与 图 的 定向 相 一 致 的 慑 的 集合 。 在 这 种 假定 下 ， 我 们 定义 一 个 与 
[DEUS SPI fos 


1 ZiacCc* 
ro 十 1 当 eECNC* 

0 ?agC 
为 了 证 明 这 样 定义 的 fo 确实 是 一 个 环流 ， 只 需 证 明 f。 满 是 
(10.4). 40 RECE, (10.4) 的 两 边 均 为 0， 当 v 在 C 上 
BF, v 恰 与 C 中 的 两 条 统 相 关联 ,这 时 的 定向 与 两 条 有 关 的 强 的 
方向 之 问 的 关系 总 共有 图 10.6 中 给 出 的 四 种 可 能 ， 显 然 ,(10.4) 
对 四 种 可 能 中 的 每 一 种 均 成 立 ， 因 此 fo 确实 是 一 个 环流 ， 


~ 


一 一 
fol fü)--1 flv)=0 f'G)-1it(-020 
FG f=- f=14(—D=0 fo) 


图 10.6 

后 面 我 们 将 会 看 到 ， 每 一 个 环流 都 是 基 些 与 图 相 联系 的 环流 

的 线 性 组 合 。 因 此 我 们 称 多 为 了 的 圈 空 向. 
现在 我 们 考虑 .er 上 的 另 一 类 实 什 哨 考 ， 设 8 是 有 向 图书 的 
RAE 4 上 的 实 值 邯 数 ， 如 果 存 在 厂 的 项 点 集 了 上 的 实 荐 数 了 使 得 
HTH a=(z，y) 有 - 
g(a)=p(z)—p(y) ^. 00.8) 
成 立 ， 则 称 8 是 书 中 的 一 个 势 差 ， 势 差 这 一 叫 靶 也 来 自 电网 络 ， 
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5(o) 表 未 刀 中 一 点 9 处 的 势 ， 而 g (a) 表示 电网 络 中 由 4 所 代表 
的 支 路 的 两 端的 势 差 ， 图 10,7 给 出 了 一 个 有 向 图 及 其 中 的 势 与 
SERAT. ` 


图 10.7 fed 


显然 ,任意 两 个 势 差 的 和 , 任 一 实数 与 任 一 势 莽 的 乘积 也 都 是 
势 差 ， 因 此， 全 体 势 差 的 集合 也 是 向 量 空间 .oz 的 一 个 子 空间 , 我 
们 把 它 记 为 Z. 

与 环流 的 情形 相似 ,对 于 刀 中 的 任何 补 圈 B= (S, 8) (参看 
3.8 d), 我 们 定义 一 个 与 它 相 联系 的 函数 ga: 

f 1 Mae€($,8) 
gs7]- 1 当 4€(S, 8) 
| 0 Ma&B, 
gs — 3822, ATER- AR REY 
1 33668 
xo-(; Megs 
显然 ， 对 DREMA a (my), (10.5) 5G. 

后 面 我 们 将 会 看 色 ,D rp 13525 GL AES SAB RRA 
弘 基 的 线性 组 合 ， 因 此 我 们 称 才 为 D 的 补 圈 空 间 . 

现在 我 们 利用 前 一 节 中 介绍 的 关联 秆 涟 来 研究 多 和 名 的 
性 质 以 及 两 者 之 闻 的 关系 。 

定理 10.11 没有 可 是 有 向 图 D HAE NRAEDE. TEER 
多 起 由 用 的 行 疝 量 些 成 的 向 量 实 间 而 名 是 = ERI. 

证 设 & 是 呈 中 的 一 个 势 壮 根据 定义 ,存在 了 上 的 一 数 ? 
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df HEX SX a= (z,y), g(a)= p(z)—p (0. VY ie 
sol. A= (aaa), F mu 9 TIE š $ç 8⁄4 j 
烈 的 元 素 . 于 大 对 于 性 意 的 a.€ ARTE 


g(a,)= Eremu 


这 就 是 说 ,8 是 用 的 行 向 量 的 线性 组 合 。 反 之 , 的 行 向 量 的 任 
何 一 个 线性 组 合 显然 是 一 个 势 差 。 因 此 ,多 JE M 0667 4 NE 所 生 
成 的 向 量 空 间 . 

假设 是 4 上 的 函数 ， 利 用 上 一 段 的 记号 ,条 件 (10,4) 可 改 
SX. HER SEV, 


Yimsf(a) 0 


Wb, f d D 中 的 环流 , 当 且 仅 当 它 与 MES--HuER. 这 也 就 
ER? ERER O 

推论 10.12 车 DD 有 >» 个 项 点 ,se AUR o 个 连通 分 支 ， 则 
39 的 扒 数 为 ?一 o 留 的 维 数 为 e 一 ?十 o。 

证 Bi 多 的 维 数 等 于 M 的 秩 ,而 由 定理 10.9, M # x 
?一 @, 所 以 多 的 维 数 为 一。 又 因为 多 是 绍 的 正 交 补 ,所 以 
多 DT ivo. D 

设 B 是 一 个 矩阵 ,如 果 它 的 行 向 量 组 成 绍 的 一 个 基 , 则 称 8 为 
霓 的 一 个 基 矩 阵 。 儿 空间 的 基 低 阵 的 定义 与 此 相似 . 从 上 而 的 讨 
论 可 知 , 若 有 向 图 D 是 过 通 的 , 则 由 其 关联 和 矩阵 的 任意 v 一 1 行 组 
成 的 矩阵 是 D 的 补 圈 空 间 2 的 一 个 基 矩 阵 ， 现 在 假定 已 经 知道 
多 或 加 的 一 个 基 矩 除 ,由 推论 10.12, 这 个 矩 降 的 秋 也 是 知道 的 ， 
那么 它 的 注 钦 子 方 阵 有 什么 特征 呢 ? 为 了 讨论 这 个 问题 , 我 们 先 
给 出 两 个 引 理 . 

设 了 是 A EBAR REIS DR 4 中 使 了 的 值 不 等 于 0 
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前 元 素 的 集合 , 即 
Ifi={ala€EA, f(a)*0) 
引 理 10.13 车 下 是 号 中 的 一 个 非 零 环流 , 则 D ES 
m. 
证 ”DDIfI] 不 可 能 有 度 为 1 的 顶点， 否则 , 设 v 的 度 为 1. 
因为 + 与 | 砷 中 礁 一 的 一 条 缀 相关 联 ,而 对 任何 a c Lf T, fil 
等 于 0 , 故 必 有 S OA O), FERE OFE. 由 引 理 
2.6, DUJ omni. U 
引 理 10.14 车 g E DAARS, UI D[ | L1 nah 
fai. 
证 WT D PHR a=(z,y),g(6)=p(z)—2(y). WE 
REESE pelis u Ele RAE AREE IHRER, 
U-(v€V|p()»p(0)) 
于 是 对 任意 的 a C[U,U],g(a)750. INJ&[U,U] lel, ifi h v 
fox SEARLU,U ]dkss, WULU,U Ak D 的 一 个 边 割 ， 从 而 包含 一 个 
补 圈 ， 由 此 可 知 DPI1g 和 包含 一 个 补 图 D 
X RJ TRE, 它 的 列 是 以 4 中 元 素 为 标 lam. dé Sc 
A, RUR RIS 表示 R 中 的 以 S 中 的 元 素 为 标记 的 列 组 成 的 
TA 
定理 10 15 E 2 APELLIDO D haha EIOET] 
空间 车 BB 和 C 分 别 为 多 和 多 的 基 和 矩阵 , MAEN S SA, 
(1) E| S 的 列 向 量 线性 无 RHE E 条件 是 DL S] 不 包含 
Bi. 
(2) C| 8 的 列 向 量 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 DL5] 不 包含 补 
[n 
证 (1) DA bCo)xem B hH a BhA. B, BIS 
线性 相关 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 A 上 的 函数 f rnb. G) 对 于 至 
少 一 个 a€8 ,f(a) 源 0,(i) 对 于 一 切 a 疾 8, 了 f(a) 二 0, 以 及 (jii) 
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X f(a)b(a)=0, REREH, BS 线性 相关 , 当 县 仅 当 存在 


非常 的 环流 了 使 得 | 有 三 9， 车 存在 这 样 的 环流 , 则 出 引 理 10.13 
RU DIS] AH. RISE DLS] 包 含 一 个 图 CM f ,是 一 个 环 
流 . 它 使 得 好 ,=CSS， 由 此 即 得 , 当 且 仅 当 DLS] 不 包含 期 时 
B15 线性 无 关 ， 

(2) 的 证 明 与 (1) 完 全 相似 ,我 们 把 它 作为 习题 留 给 读者 ， 口 


9 a 


10.3.1 证 二 定理 10. 15(2). 


10.4 ”图 的 支撑 树 数 


在 这 一 节 里 ,我 们 将 利用 上 一 节 中 关于 国 空 间 与 补 I ESTAS 
EERDER REDERE. WE SUEDE AT HEBES SISSE 
Ae auis ge 4 Me EER. 

W D E AGB GRE y TUR e RAA o MERIK. 
WFED—T XH Fi FORME, dad Pop A3, 
划 Foo 包含 一 个 唯一 的 围 (参看 定理 3.11), 记 为 0。 并 给 予 一 
个 定向 ， 使 之 与 a 的 方向 一 致 。 于 是 与 C。 相 联系 的 环流 满足 
f(g)=1. 以 所 有 与 中 的 绪 相 联系 的 e 一 x+ 个 环流 为 行 向 量 
DERECE D 的 图 空间 @ 的 一 个 基 第 阵 。 这 是 因为 , 一 方面 C 
的 每 一 行 是 一 个 环流 , 另 一 方面 ,在 中 的 统 的 适当 标号 下 , CIF 
是 一 个 单位 矩阵 ， 从 而 牧 C=e 一 »+o= 多 的 维 数 ， 我 们 把 C 
称 为 对 讼 于 也 的 基 滤 阵 ， 完 全 类 似 ,车 aJEFIS RN, LP +o 
包含 一 个 唯一 萝 补 图 《参看 定理 3.12) , 记 为 Bs。 并 以 gs 表示 与 
。 相 联 系 的 并 有 满足 gs(e) 一 I 的 势 差 。 于 是 以 所 有 的 与 到 中 的 
弧 相 联系 的 "一 o 4382237136 8k B E: 的 补 图 空间 z 
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By A 33EBE, 我们 称 bsa F F Boe. 至 此 , 我 们 
分 别 敬 则 了 G@ 与 的 一 个 特殊 前 奉 矩 降 , 同 时 也 可 以 再 一 次 看 出 
分 别称 多 与 哆 为 围 空间 和 补 图 空间 的 理由 ， 

下 面 我 们 假定 G REDE, T 是 G 的 一 个 给 定 的 支撑 h, D 
是 G 的 一 个 定向 , BE D HAZRAT T Budd e. IH 
定理 10.15 jn E S Z: D KAR 4 MAT E EL 18] 9 »—1, 
则 8 是 非 奇 异 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 ，& 在 G 中 生成 一 个 支 
TB». 于 是 @ 的 支撑 树 的 数目 就 等 于 吾 的 阶 为 > 一 1 MIRRE 
TERNA. 

— rx s fü E 的 满 阶 子 方 阵 是 指 它 的 一 个 阶 为 mintr,s) 
的 子 广 降 ， 一 个 短 阵 称 为 么 模 的 ,如 果 它 的 任何 一 个 满 阶 子 方 隆 
交行 到 式 等 于 0,1, 或 一 1， 

定理 10.16 8 是 乏 模 的 ， 

证 设 P 是 8 的 满 阶 子 方 隆 ， 且 了 ==B|T,， 车 ,不 是 树 ， 
则 由 定理 10.15 知 detP=0。 现 在 假设 T, 是 树 , 而 B 是 s 的 对 
EF T 的 大 矩阵 由 于 B 5; B. 均 为 多 REER, 必 存 在 ?一 1 
BOH AER B= AB., 从 而 BITSA |T). I B,| T, AE i 
位 矩阵 ,大 4=8|T,， 因 此 

(BIT)=B=B 
将 上 式 的 两 边 限 制 于 T 上, 即 得 
(B|0:(8,| T) - B|T 
又 因 BT 是 单位 矩阵 ,我 们 有 
det (B|7,) det(B,|T)=1 (10.6) 
由 于 (10.6) 中 的 两 个 行 询 式 均 为 整数 矩阵 的 行列 式 , 它们 本 身 也 
必 是 整数 ,从 而 det(B| T.) = +1, D] 

定理 10.17 阁 以 x《G) 表 示 G 的 支撑 树 的 数目 , M r*(G) = 
detBB/, 其 中 B^ 为 召 的 转 置 ， 

证 由 关于 惩 隆冬 积 行列 式 的 比 内 - 柯 西 (Binet-Cauchy) 定 
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detBB/— YI (det(B|8))* (10,7) 

nm 
gh 10.15, (10.0): ode m HRS G 中 的 不 同 的 
5 数目 ,而 有 定理 10.16, dg ER P 1. BACC 

= det BB', O 

用 完全 类 似 的 办 法 可 证 明 ,车 C 是 刀 的 圈 空 间 多 的 对 应 于 

T iE N C ELR, B. 
7(G) — detCC' (10.8) 


B 
推论 10.18 r(G)— def 一 ] 
c 


证 由 (10.7) 和 (10.8) 两 式 得 
BB'| O 
(1(G))! det BB'detCC' = de] M -] 
o icc 
Bp ZME 是 正 交 的 ,我 们 有 BC = CB: = 0, AT 
BB' | BC' 


G= de re] ae([ =] tne) 


CB’ 
eo et 10]= ( det EY 


两 边 开 方 即 得 所 要 证 明 的 结果 ， 
景 后 ,由 定型 10.8 知 ,从 D RRR e M PIA 任 一 行 后 
所 得 到 的 惩 阵 天 是 多 MEEK AER 难 证 明天 是 勾 模 的 ， 因 
此 ,对 于 这 样 的 站 ,也 有 
1(G)=detKK’ 
这 订 是 所 谓 策 隆 - 树 定 闽 ， 实 际 上 这 一 结果 时 在 1847 年 就 已 由 区 
JO. Kirchhoté) £15. 
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10.4.1 证 明 (10.8) 式 . 
10.4.2. WER s(K ) —n*7", 
10.4.3. EH «(Ke ria, 


sste 
Kirchhoff, G. (1847). Über die Auflösung der Gleichungen, Auf 


Welche man bei der Untersuchung der linearen Verteilung galvani 
sher Ströme geführt wird, Ann. Phys. Chem., 72, 497—508 
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